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L*i •:.-:*;  Gl ►.!'.?  i:  L'  kaüi;  :^r  .i-^ü  W-iitri  .  =  - 1  1^  eine  ak^ebraifrche  iiber- 
gehf;:-,  --5  v. !rJ  äli-'-  !.i*rr  1  »rch  an«^e.lru.:-kt.  das<  e?  c-ei  die^t^r  Gleichung  erstens 
V/'jizot:-.   weicfjv  <r  1.   '..t.  i  zwc-iteni    zoiche.  die  ^^\  siuJ,  ?ebr;n  wird. 

S.:';>rii  v.'ir  rc'fi'^r  ^  als  eine  posiii^  :  Zahl  voraus,  deren  Wtrrth  grösser  al* 
i  ist.  1  ■    A'-ivir-i,  ijier  K.igei.dc  Fall-i:  itatthabL-n: 

i« r>{/ 

''-1  "  "^>    /s"~.* 

Fur  ii';ri  z.^-riirn  Fall  können  *\vjr  die  Gleicliung  (aj  in  der  Form 
M  =  nr;— ^  -  s'-f.'-eib'^n.  v/odiircli  e»  «na  klar  wird,  daes,  wenn  die  Gleichung  be- 

stebfrn     «il!,  'iu.^  .^|k>  klein  werden  musa.  dass  /-  eine  positive  Zahl  wird,  welche 

don  \\'::ii!  des  x  bis  zum  vollbtändigen  Werthe  des  y  ergänzt;  das  heilst  för 
T<^.\  .^j  halten  wir  den  Lofraritbraus  eines  unechten  Bruches,  weicher  bekanntlich 
positiv   iot  uiid  somit  mit  dem  AVenhe  des  j:  den  des  //  org-^ben  muss. 

Kh  V.' freien  sich  diesen  Auseinandersetzuug-.n  zufolge  tur  die  gegebene 
Gleicliuna  ''ij  zwuierlci  Wurzeln  ergeben,  deren  Beschaffenheit  durch  die  ün- 
gieichun^l^t:!] 

(•••    ....  iC>V 


aiUägedrUckt  ist. 

Gaiiz  anders  verhält  es  sich  aber  bei  der  Gleichung 

y^=x  -\-l:r  .   .  .  .  (h) 

hier  v.inl  nur  uiue  unbeschränkte  Wurzel,  und  zwar  für  die  Bedingungs- 
unglei«rbii»i;r  ''-^y  bestehen,  wogegen  die  Ungleichung  »t<;tf*  nur  für  Werthe 
de;i  y,  welche  kleiner  als  0  sind,  bestehen  wird  und  in  Betreff  der  grösseren 
Werthe  desselben  imaginär  ist.    Die  Wurzel  wird  sonach  den  Näherungswerth 

is)  ....  •^■<y  ftir  den  ersten  Fall,  und 

für  den  zweiten  Fall  T/.'  ....  0<:.>.*<'.  e^  (^'^")  ergeben. 

Die    Substitutionsgleichungen    von    (a)    und    (h)    werden    daher    folgender- 
massen  laut-:;;!: 


<V 


.i?i  =  'E\y  +  l^A 
.v.  =  E[>i-\-lm] 

!  1  >  ,\  -'  er  '■/ 


aj|  =  JS\y  —  hn\      für  positive  y 


/ •      I  'nz:zy  —  im 


j  aL'2  =  JE  [y  —  Im]      für  negative  y 
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Eb  sei  die  Qleichong 

y=f{x)dzlff{x) (1) 

I  lOsen,  somit  entspringt  hieraus  die  Resultatsgleichung: 

x  =  li\F[!f^ltf(m)]]  .     .     (2) 

OD  hierin  F  die  reciproke  Function  von  /  bedeutet. 

Für  f{x)  =  (f{x)  =  x   erhalten   wir   mit   Bezug   auf   die  beiden  Zeichen  + 
I  Gleichungen 

y  =x-\-lx 

yi=x  --Ix 

ren  nähere  Beschaffenheit  wir  bereits  erörtert  haben.  Aus  diesen  erhalten  wir 
:h  die  beiden  Exponentialgleichungen 

Zi  =  6^^»  = 

X 

«e  aber  allgemein 

w  =  av  =  a^  ,  x'",  Wi  =  o^»  =  a'  .  a?  ~  '* 

Femer  die  Gleichungen 

fj y  =:X-\'xlx 

^ y\=x  —  xlx 

wir   für  /(a?)  =  03   und    9(aj)  =  ir*  einsetzen.     Diese    lassen    sich   auf  die 

mngen    (a)   und    (ß)    zurückführen,    welche   Manipulation!  auch    unbedingt 

»ndig   ist;   da  a^  an    und   für   sich   schon    eine  irreductible  transcendente 

Ion  ist. 

Es  wird  demnach    die  Gleichung  (y)  folgendermassen   zu    behandeln  sein: 

hkren  wir  in  dieser  Gleichung  lex=^u  ein,  so  ergibt  sich  a;  =  e**-^,  und  dieses 

Bgesetzt  gibt 

Mus 

ly  -\-  l=u-{'lu 

» 

h  ergibt;  wenn  wir  nun  (1  -\^ly)=zv  setzen,  so  erhalten  wir  die  der  Gleichung  (a) 

sprechende  Form 

v  =  u-\-  lu 

Eine  ähnliche  Procedur,  nemlich,  wenn  wir  in  die  Gleichung  (i)  den  Werth 

=  tfi  einführen^  führt  uns  zu  dem^  Resultate 


ly^  =  l—Ui  +lu^ 
1  endlieh  1  —  üy,  ==  w,  —  i«, 

ii  ergeben  muss. 
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DemDach  abermals  fUr  1  —  ly^  =  Vi  eingesetzt,  liefert  uns  die  der  Gleichm 
entsprechende  Schlussgleichung 


Vj  =  M,  —  lu 


I 


Den  beiden    Gleichungen   (y)   und   (ö)   werden  nun  folgende  Exponeo 
gleichungen  entsprechen. 

Aus  der  Gleichung  (y)  entspringt 


(e) e?/  =  e»a?»=(a!?e) 


X 


2j 

und  daraus,  wenn  x.e  =  z  gesetzt  wird,  x  =  —^  und  demnach 

(X) ^  =z~'  oder  €r'J=:z^ 

mit  diesem   analog  wirid  auch  eJ^^=ex-  '  =  1-1    und  hierin  -  =  z,      gea 
ergibt 

([*) 6^1=2«!  oder  e*  =  Zi'» 

demnach  sind  auch  diese  Gleichungen  nach  (a)  und  (ß)  löslich. 

Setzen  wir  femer  als  nächstes  Beispiel  in  die  Gleichung   (1)  f{^x)  =  - 
und  tf(x)=^Xf  entstehen  die  Gleichungen 

W y  =  1-^1^  +  '^ 

(«) yj  =  i_.:t,""'^ 

Diesen  entsprechen  die  beiden  Ersatzgleichungen 

(p) '^  =  ^jj;+T_?j 

(.) =  E  [  •^'  - ; + !" 

Wollen  wir  nun  die  Gleichung  (x)  numerisch  lösen,  werden  wir  vor  AI 
die  Wurzeln  untersuchen  müssen. 

Es  ergibt  sich  demnach  «als  endliches  Minimum  im  ersten  Factor 

-- —  =1  filr  x  =  0 
1  — X 

Für  diesen  Werth  würde  aber  der  zweite  Factor  negativ  unendlich  werden 
wird  daher  x  unbedingt  grösser  als  0  sein  müssen,  und  zwar  sich  zwische 
und  1  so  bewegen,  dass  y  positiv  bleibt. 
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Theorie  und  Losung  der  irreductibelen  transcendenten  Gleichungen. 

III. 

Bei  der  genannten  Gleichung  ist  vor  Allem  jene  merkwürdige  Eigenschaft 
zn  beobachten,  dass  die  Annäherung  des  Näherungsw^rthes  eine  continuirliche 
ist,  welches  wir  nur  dem  speciellen  Falle,  dass  bei  dieser  Gleichung  für  einen 
rationalen  Werth   des  x  der  Werth  des  y  =  0  wird,  zuzuschreiben  haben. 

Was  die  aus  jenen  zwei  Gleichungen  (tj)  und  (^)  hervorgehenden  Exponen- 
tialgleichungen betrifft,  so  werden  sich  dieselben  folgendermassen  gestalten  *. 

Aus  der  Gleichung  {tj)  ergibt  sich 

u  =ey  =  e^'^  "  \x  oder  ay  =a^ '^  "^  .x^"" 
und  mit  diesem  analog  aus  tt 

^1  =eyt  =  e^'*'-^.a:-^  oder  ay^  =  a^'''^  -^.a?-^« 
a)  Wenn  wir  nun  hierin  anstatt  x  den  Werth  (z-^-l)  einsetzen,  ergibt  sich 

U    -=:ey   =  eVV(7+l!")  .  (2-j-  1) 

oder. 

und  analog 

ui  =  gy.  =  ß  y^^^) .  (2  _l_  1)- 1 

der 

.h)  Für  x-  =  (z'-\-l)  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen 

z*+ 1  und  n,  =   -7 r 

l/z^  +  l 

und  in  die  beiden  z=ztgv  eingesetzt  ergibt 

ttj  =  e'i^" .  cos  V,     u  =  c'^^ .  sec  v 
und  so  lassen  sich  unendlich  viele  solcher  Gleichungen  entwickeln  und  alle  nach 
(?)  und  (§)  lösen. 

Als  letztes  Beispiel  für   diese   speciellen  Gleichungen  führen  wir  noch  Fol- 
gendes an: 

Es    sei    in    der    Gleichung    (1)  /(a?)=}/'V^  —  y>-   und   'f(ir)=l/     -  JlZ. 
demgemäss  ergibt  sich 
(H) 'y  -y^'^^'r^l^, 

.(fi) 2/.=i  -■---? -^^+;; 

und  die  hieraus  sich  ergebenden  Ersatzgicichungen 
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Daraus  ergibt  sich  analog  zu  dem  vorigen 

y     ^     y^ 

als  Näherungswerth  der  zwei  nächsten  Wurzeln. 

Wollen  wir  für  die  beiden  ersteren  Wurzeln  die  Näherungswertfae  findenfj 
so  betrachten  wir  die  Gleichung  (i2t)  in  jenem  Stadium,  wo  z=:0  ist.  Es  ig^ 
leicht  ersichtlich;  dass  in  diesem  Falle  y=<x:  werden  muss;  als  bekannte  Bo-^ 
dingung  der  beiden  ersteren  Wurzeln  gilt  aber  auch.2<Cl.  Soll  nun2^<laci 
werden,  so  wird  z>0  werden,  und  somit  sich  zwischen  0  und  1  bewegen^ 
müssen,  d.  h.  0<z<;l. 

Wir  wolleif  nun  auch    eruiren,    welchen   Bedingungen  z  entsprechen  muss» 
um  erstens  positive,  zweitens  negative  Werthe  des  y  zu  ergeben. 

Bekanntlich  ist  der  kleinste  positive  Werth  die  Grösse  0,  es  wird  demnach  ] 
dieser  Werth  den  Uebergang  der  positiven  y  in  negative  bilden. 

Es  sei  denn 


folglich 


woraus  sich  ergibt 


2p  =  l  \z 


z2— 1 


\z    =     I    und  z    -     =z=e^i' 
z^—\ 


Wenn   wir  nun  bierin  für  —     —  die  Grösse  u  einsetzen,  erhalten  wir: 

z  ' 


u 

-  + 

2 


^1^     T+' 


und  daraus  durch  Substitution 


..,„!.. + 


n^Vi+A' 


oder 


»'[|±rr+'J-^^ 


Die  Ersatzgleicliung  erhält  daher  folgende  Form: 

in  =  k 

u=  E 

aus  welcher  der  gesuchte  Werth  berechnet,  uns  dann  durch  Substitution; 
den  Werth  z  ergibt.  Wir  wollen  uns  jedoch  blos  mit  dem  Ergebnisse  begnügenj^ 
dass  z  in  diesem  Falle  immer  grösser  als  1  sein  muss.  Nennen  wir  dieseni 
Anulationswerth  ilf,  so  ergibt  sicli,  da  für  z  =  0  der  Werth  des  y  ein  unend-' 
lieber  ist,  z  sich  zwischen  0  und  M  bewegen  wird,  d.  h.  0  <  z  <  -3/  sein.  Dft 
nun  aber  y  lür  den  AVerth  z  —  1  den  Werth  y  =^  cc   und  für  2=oc  denjenigeOi, 
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IV. 

Die  vorerwähnte  Eventualität  haben  wir  aus  jenem  Grunde  in  Erinnerung 
(bracht,  weil  bei  den  aus  der  Gleichung  (l)  hervorgehenden  Gleichungen  es 
ler  der  Fall  ist,  dass  eine  discontinuirliche  Ersatzgleichung  sich  ergibt,  weshalb 
ir  hierauf  anfmerksam  machen  und  zu  diesem  Behufe  auch  ein  ähnliches 
eispiel  durchführen  wollen. 

Es  wäre  die  Gleichung 
R y  =  a,-l'l^ 

Ibt  Lösung    zu    unterziehen;    es    werden    sich    auch    demzufolge    die    Ersatz- 
leiehungen 

M ^^.  =  .r^)^j^^^-„_l 

m—q L         2  r  4  i 


« '=:i:i(»+'"-±^n 


"""'+'-:-) 


"^^L        "     Im 

tg^n,  von  denen  jedoch  nur  die  Gleichungen  (62)  und  (65)  continuirlich  sind, 
«bd  (bj)  Air  Werthe  des  x,  welche  kleiner  oder  gleich  1  sind,  und  (h^)  fiir 
ikhej  welche  grösser  als  1  sind,  zu  verwenden  ist. 

Zu  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  gelangen  wir  wie  folgt: 

Das    Minimum    des    zweiten    Gliedes    ergibt    sich    für    x  =  1;    demnach 

— ^ — =12\    hiefür     wird   a*=y-j-i2    und    für   ic>l  wird   af>y'-\-'l2  oder 

X 

l(y  -^  12) 

>   ^^  22.    Aber  auch  für  x<Zl  müsste  hier  af"   grösser   als  y  -J- 12   werden, 

»sc 

snn  y  positiv  sein  soll;  da  nun  aber  af  unter  derselben  Bedingung:  sich  im 
ichen  Abnehmen  befindet,  so  wird  x""  Kiy-^-li  uud  y  negativ,  wenn  x<i3I, 
»bei   M  den   Werth    des   x    bedeutet,    wenn    y  =  0    wird.    Ist  x>Mj  sü  wird 

Wir  wollen  nun  obige  Ungleichung  ä >  -  -.- genauer  untersuchen   und 

V  X 

deoj  wenn  wir  die  Bedingung 

4 
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in  Betracht  ziehen,  dass  wir  anstatt  derselben  den  Ausdruck  o;  =  1  -f-  6  setzen  köni 
Wenn  wir  nun  dieses  rechter  Hand    der  Ungleichung   einführen,    so  ergibt  j 

*>Z(1+,Ö) 

worin  6  eine  positive   mit  y  in   geradem   Verhältnisse    zunehmende     Grösse 
"deutet  Anstatt  dessen  können  wir  aber  auch  schreiben 

^-Z(l+6)    +\ 
oder  wenn  wir  init  Z(l-|-6)  multipliciren 

und  Bchliesslich 

.woraus  ersichtlich  ist,  dass  beim  Wachsthum  des  6  das  x'  im  raschen  Zunehi 

.  begriffen  ist. 

{x  =  0 
..    Hl 
x=  1 

ergibt  sich  also  l — -^—  =1  —  y,  für  a?>  0  ist  aj*  <:  1,  also  auch  l  — -^—-  <  (1- 
°  X  ^'  '  X  ^ 

oder 


X 


Vi^y-^ 


x'^  4-  1    ' 
wogegen  für  aj>l,  i8taj*>l,  somit  auch  l ■ — >1 — y,  und 


x~ 


V  (^y-  • 


2 

wo  y  entweder  negativ  oder  den  Werth  (1  — 12)  nicht  übersteigen  darf,  wen 
reell  bleiben  soll.  Es  wird  demgemäss  für  y,  deren  Werthe  grösser  als  (1  — 
sind,    nur    eine    Wurzel    stattfinden,    deren    Näherungswerth    m    sich    aus 
Relation 


X 


Z(l  +  6) 
ergeben  wird. 

Ein   zweites  Beispiel  liefert  uns  die  Gleichung  (1),   wenn  wir  in  dersel 

f{Ä,B)=A.B,  f{C,D)  =  C-^D,  sodann  cp (a;)  =  e^ - S  ^(»)  =  aJ,  x(«)  =  a;2 

und   e  (oj)  =  -^1 — -  einsetzen. 

Die  Gleichung  wird  daher  die  Form 

xi \ 

besitzen,  woraus  sich,    wenn  wir  hierin  — — ^  =  2  setzen,  die  Gleichung 
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und  schliesslich 

'  <  ["'W,  - «] 

ergibt,  woraus  die  Relation  entspringt 

deren  Ergebniss,  in  die  Relation  (a)  eingesetzt;   uns  zur  Bestimmung  des  erst 
Näherungswerthes  genügt. 

Wollen  wir  z.  B.  ftlr  den  Werth  ^==:2'33  das  z  berechnen,  so  setzen  i 
diesen  Werth  in  die  betreffende  Relatioti,  woraus  sich  d<:  0*226  .  .  .  ergibt;  seti 
wir  also  d  =  0*2  und  substituiren  diesen  Werth  in  die  Relation  (a),  so  ergibt» 
hieraus  2<Cl'3  .  .  .  demnach  können  wir  2=1*2  als  ersten  Näherungswerth 
annehmen.  Daraus  ergibt  sich  mittelst  der  Ersatzgleichung  (ci)  Folgendes:    j 

mi  =  1-162636         1114  =  1146960         m7  =  1-151470         wiio=  1-150722 
«12  =  1062627         n»5=  1-149754         TWg  =  1-150912.  z=  11507..    ] 

«13=1-135780         «le  =1152450         «19=1*150787  \ 

auf  4  Decimalen  genau  berechnet. 

Aus  diesem  ergibt  sich  mittelst  der  Gleichung  ' 


=rfef'=' 


X  =  1/     9 ^  =  2-938003 

»       1  — z 

Als  nächstes  Beispiel  diene  Folgendes: 

Es  sei  in  der  Gleichung  (1)  f{A,B)  =  A:B  und  f(C,D)  =  C:D,  so( 
(p(«)  =  e**  +  S  <j)(aj)  =  e*,  jf(a?)  =  jc-[-3  und  e(a;)  =  aj+l,  so  wird  sich 
Gleichung 

(d) ,  =  ^+1+'^+^  .       ! 

^^  r        X    ~i{x'\-i) 

ergeben,  woraus  die  Substitutionsgleichung 


(*)  •  •'=:f:iT(^-^]-n^-^]Mi 

folgert.  % 

Wollen  wir  nun  die  Anzahl    und    die   Näherungswerthe    der  Wurzeln  t 

Gleichung  (d)  eruiren,  so  gehen  wir  nach  der  bekannten  Art  vor. 

Das    Minimum    des    zweiten    Gliedes    ergibt     sich    für    o?  =  —  1.    wo 

-;     ;     (  =  0  wird.   Ist   nun   x  im  Wachsthum   begriffen,   also  a?>>  —  1,  so  1» 

6  [X  -|-  1) 

auch    demzufolge    y~^—^<:0  werden,   also   im   Abnehmen    begriffen  sein  n 

l{x  -\-l)  I 

wird  bei  x  =  0  den  Werth  -♦-  oc  erreichen.   Da  nun  aber  auch  das  erste  QS 
für  0>aj>  —  1  negativ  bleibt,  so  wird  die  Relation 

0>ic>— 1 


M 


J^i 
-3  —  1  duMssimm 


weshiJb   UkT  endlid^  Werthe  des  y,  x^  ^     (^^  4- 1)  ä — ^  Kininv 


AWr  aach  fbr  x=^\^ %  —  1  erreielit  das  enie Gli^ eineD endlidieii  Wertli  wie 
«ssO,  d.  k.  den  MiBimaHrerlli,  et  wird  demuelifar  x>*0  aoeh  '^l    a.ar- 

seiB  mtlssen 

Aus  diesen    beiden    Ungleiehnngen   Ilsst  sieh   nun   folgende  ReUtion  i 
stalleB» 

K«,.«— 1  >*>  ^(2«^  l)|-l,       ■,=»—1 


y  n, 9-1  <x<:y    (in +1)^-1,       ii  =  ii 

Ffir  das  zweite  Glied  erlialten  wir  ein  Minimom,  wenn  x^oc  wird,  d< 

sr— 1   • 
naeb  arc  Co$  =0  wird;  and  somit  aadi  «^^'''t->'=y.  Wird  sodann  x< 

S0  ergibt  sieb  ore Co9    ~^  > 0  und  äneh 

2 1       jr 

erreiebt  nan  «  den  Werth  x  =  1,  so  wird  arc  Cos  — r--  =  -  and  fer  jt  >  l  fi 

<»*^  Co«  — r— -  <  - 

wogegen  flir  «  <  1 


arc  Cos      .      >  ^    respective    >  (An  + 1)  «    ^^®r    <  (^"  +  1)  ö 
densofblge  ergibt  ucfa  fibr  « >  1 

wogegen  f  ür  se  <  1 

nnd  endlich  wird  für  a;  =  0  das  Olied 

^ \ 

arc  Com  — r— r  =  (2n  +  1)  « 
aj-f-1 

Die    Ersatzgleichung    des    angefahrten    Beispieles    lautet    nun    folgen« 
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Der  erste  Nähernngswerth  q  ergibt  sich  aus  der  Relation 

^^  \  —  Co8e^^ 
oder;  was  ebensoviel  ist 

m  >  1*07  ...  m=  1-2 
daraus  ergibt  sieb 

m—\       ^^  ^  Wrc    84M6' 44"  =  1-47967 

iH^  =  0091, arc Cos 0.091    ^^^ ^^^,  ^^,  ^^,, _ ^.^^3^^ 


1.  .»r.n»  ^    r.         tarc   2^23' 47''  =  0-3734374  =  J5i 

arcf,n.47967  =  arcf^0-39182l    ^^2^^,23. ^^,,_3.^^,^200  =  A 


1 


,^r.r..r.  .  X^Tc    57«  29' 45"  =  1*00349 1 7  =  G\ 

arc  ig  1 4-80350  =  are  «,l-56934  }  ^^^  ^3^.  ^^,  ^^„  _  3.^^^^^,3  ^  ^^ 

daraus  ergibt  sich  also 

ajj  =0-791556  K^^«        «2  =  1'585881  \     . 

aj^  =  0059090  ,       x^  =  1-776552  |  *  ®  ^1 

da  nun  o^i    schon   an    und   für    sich    imaginär   ist^   und  a^  <!  1*07,  so  sind  k 
beiden   Wurzeln    imaginär.    Durch  Wiederholung   obiger    Procedur   ergibt 
wenn  wir  für  m  den  Werth  von  352  einsetzen,  Folgendes: 


}ari 


n     ^«n^er.oc  I  «^c    76« 54' 10"  =  1-342220 
arc  Co.  0-2265692  J     .^^^3,    ,.  5^"  =  4-940979 


\     16«  20' 52"  =  0-2853226  =  jB, 
arc«^a-342220  =  arcesrO-293324  j  igg» 20' 52"  =  3-4271152  =  5; 

demnach 

flCi  =  0-845386  j/^H^,        x^  =  1-557920  }  als  m^ 

Wiederholen    wir    nun    diese    Procedur   für    x^    und    a^    nochmals,    so 
gibt  sich 

'  arc    77«  36' 53"  =1-3546325 


Jan 
an 


arc  Cos  0-2mU7  .      .^^^2''23'    7"  =  4-9285527 


arc  ig  1 1  3546325  =  arc  e^F  0-303529  \ 


16«  53'  4"  =  0-2946892  =  B^ 
196«  53'  4"  =  3-4362818  =  5, 

demnach  ergibt  sich 

a;,  =0-839827]/^,        x^z=\'h^0^b^  ]  als  Wj, 
femer  7113  eingesetzt  ergibt: 

n     ^cs.r.r..c.A  O'^c    77«  20' 56"  =  1-3499928 
arc  Cos  0-2190120  >         ^„«nor.i    .n 

J  arc  282«  39'    4"  =  4-9331924 

.     1.0. ^^not.  .    .^o,^....^.  1      16«  42' 17"  =  02915524  =  Ä 

arc  ig  1 1-3499928  =  arc  ig  0-300104  }  ^^^,  ^^,  ^^,,  _  3.^33^^^^  _  ^ 
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Ist  nun  X  sehr  klein,   so  wird  z  und  t;  nahezu    gleich   gross   werden 
können  daher  X'^t  =  z  und  x-\-'d  =  v  setzen  und  erhalten 

(1) e-««-f  e«»=2  oder  1 -f-e« («'  +  «)  =  2 e«« 

was  ebenso  viel  ist  wie  l-j-e'3'  =  2d'*,  somit  z  =  —  l — —r-    und    dem     a 

auch,    wenn   wir   die    Gleichung   (1)    mit   e"*"  multiplicireu;    v  =  —  —  l  — 

daher,  wenn  wir  die  Gleichung  y  =  z  -{-  v  in   Betracht   ziehen,  sich  die  Sc 
gleichang 

(2) y=  2' — 2^ 2  2 ergeben  muss. 

Zu  demselben*  Resultate  gelangen  wir  aber  auch  auf  folgende  Art: 
Betrachten  wir  die  beiden  derivirten  Ausdrücke 

-=—  =  e*  .  (Cos  X  +  Sin  x) 

Cb  X 

-7-  =  e~  '  AC08  X  —  8inx\ 
dx    ,  ^  *     ^ 

so  finden  wir,  da  beim  Wachsthum  des  x  das  z  im   Zunehmen,    dagegen 

im  Abnehmen   begriffen   ist,   sich   die  beiden  approximativen    Proportionen 

'    stellen  lassen 

dz        e"*      dv        c"* 

dx        c""*'    dx        «-• 
wobei  die  erstere  eine,  gerade,  die  letztere  dagegen  eine  ungerade  ist. 
Hieraus  ergibt  sich  sofort 

e~^=  C08  X  +  Sin  X 
e**     =  Cos  X  -\-  Sin  x 
und  demnach  auch  das  Ergebniss: 
(i)     .     .     . e-2i_^esu_,2 

welches  mit  der  vorigen  Relation  identisch  ist. 

Setzen  wir  nun  die  Untersuchung  in  Betreff  der  Gleichung  (c)  fort,  &( 
uns  sogleich  klar,  dass 

1,1  +  e^y 


z 


=  e^  .  Sinx^=  —l 


2  2 


v^=e~^,Sinx^==^—l 


2   l-\-e-^y 
sein  muss  und  demzufolge  auch 


Sinx  =  W   l^^.l 


1  -f  e   -3y 


7    1+iÜ 
^         "2 


und    c?*= ^ sich  ergibt,    welche    beiden   Ausdrücke    die   Scblussre 

von  folgender  Form  liefern: 


«t .« 
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■ 

Da  nun  aber  112  =  —  0*366  ist,  so  wird  6  demzufolge  nur  einen  d 
Werth  besitzen  können;  wenn  wir  daher  in  der  Gleichung  (4)  das  Zeit 
6  ändern^  so  ergibt  sich 

r    e^^l 

(5) 2  arc  Stn  I  zh     ^     1  =  ^  4"  ^ 

wobei  6  positiv  sein  muss  und  zwischen  -|-  oc   und  -f-  0*366  sich  bewegt 

Aus  der  Gleichung  (5)  entspringen  nun  folgende  neue  Gleichunge: 
Näherungswerthe  durchwegs  durch  Reduction  nach  der  Relation  (3)  j 
werden  können. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (5) 

so  ergibt  sieb 

are Sini^ -^)  ==  *  und  y  =  Z (q: 2  Sin ö) 

and  daher  durch  Rechnung 

(6) Q  =  8-\-l{±'iSmä) 

(7) ,.     .     0  =  l{:iziSmd)—8 

* 

Ferner  ist 

arc  Sin  1  -4-  -—  |  =  arc  tq  Iztz   -7 §=--  ö 

\—   2f  V      I    4  -  en' 

daraus  ergibt  sich,  wenn  wir 


6«  = 


eT  ■  1,    4tg^d 

^==.^=tgd  setzen,  y=     c      ,       , 


Indem    aber   den    obigen    Gleichungen   gemäss   d-\-y  =  Q  ist,    so   v 
Gleichung 

1       4  e^°^ 
(8) arc  f^  e"^  4- -^l r— =  () 

entspringen,  aus  welcher  sich  durch  fernere  Substitution  abermals  eine  1 
neuer  Gleichuogen  ergeben. 
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wij  —  m'i  =  1-2637  —  1-26538  =  öj  =  —  0*00168 
sowie  auch 

m'i  =  wj  +  Ö2  =  1-2637  —  0-00168  =  1-26202 

Wenn  wir  nun   diesen  Werth  wieder  in   die  Ersatzgleichung  einset: 
ergibt  sich 


.10 


7W3  =  (10-26914)'"=  1-26227 
TWg  —  m'2  =  1-26227  —  1-26202  =  0-00025  =  63 
w'3  =  mj  -f-  63  =  1-26252 


1^ 
.10 


W4  =  (10-28683)'"  =  1-26249 

W4  —  w'3  =  64  =  —  0*00003 
m'4  =  W4  +  Ö4  =  1-26246 


10 


^5  =  (10-28471)'"=  1-2624605 

Da  nun,  wie   ersichtlich^  m\  und  m^   auf  fünf  Decinoalstellen    mite: 
übereinstimmen^  so  folgt  hieraus 

tt=  1-2624605  .  .  . 
welches  nach  fünf  Proceduren  auf  6  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

Der  Gleichung  (7)  gemäss  erhalten  wir  also  als  Resultat 

p  =  (1-2624605)*  —  1  =  00600026 

Es  ist  nun  aber  auch 

P=  100  .  p,  also  ist  P=  6-00026 
d.  h.  jene  Beträge  müssen  auf  67o  angelegt  werden^  um  den  gegebenen 
gungen  zu  entsprechen. 

Wie  ersichtlich;  können   die  Differenzen  i^,  62)  ^3  •  •  •  sowohl   posi 
auch  negativ  sein. 

Als  zweites  Beispiel  gelte  Folgendes: 

a?,  4  =  18000,  i2  =  340-15,  n=12,  2?  = -^  =  0-045 

In  diesem  Falle  lautet  also  die  hierzu  gehörige  Ersatzgleichung  wie 

~=  52-91783, 

somit  tt  =  E  f  1  —  52-91783  (1  —  m)  I12 
Für  m=l'l  erhalten  wir 

mo  =  (6-5292)"  =  1-1656 

Wir  können  nämlich  für  die  ersteren  Näherungswerthe  die  jeweiligen 
abrunden,  um  schneller  rechnen  zu  können. 

m^  —  m  =  0-0656  =  6 
m'o  =  wi^  +  6  =  1-2312 
hieraus  ergibt  sich 
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Dr.  Ludwig  Ghroasxnann's 

ische  Anwendung  der  Theorie   und  Lösung  der  irreductibelen 
;endenten  Gleichungen  auf  die  Zinseszins-  und  Rentenrechnung. 

n. 

^Is    zweites    Beispiel    gelte    folgendes:  Es   sei   K  =  3019*65^    R  =  800, 
OO  .  p  =  S,  n=20,  a? 

^=0-264983 
u=     E         /l  +  0-264983  (l-m-«>) 

m  <:^  1-264983  respectivem=  1*26 

1-262378,  m^  -=1-2624755,  thj  =  1-2624781,  mg  =  1-262478  also  w  =  1-262478 
)cnit  der  Formel  (21)  gemäss 

_      kl  ^  01012236 

^~Ig (1+p) "~ 00263059  "" 

IV. 

Die  Fundamentalformel 

offenbar  auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden: 

(^  4- 1)  (1  +2>)"=  K+?  resp.  (1  +^)»  =  g+| 
3  die  einzige  continuirliche  der  Gleictiung  (22)  entsprechende  Ersatsgleichung 


geht^  welcher  folgende  Aufgabe  entspricht:  Zu  welchem  Zinsfusse  P=  100p 
$in  Capital  A  verzinslich  angelegt  werden,  um  bei  einer  am  Ende  eines 
Tahres  stattfindenden  Zulage  B  nach  n  Jahren  den  Endwerth  K  zw  erreichen? 
.  B.  es  sei: 

jr=  20722-37,  A  =  5000,  R=  1000,  n  =  10,  p? 
1  die  Ersatzgleichung  hiefür  folgendermassen  lauten: 


/r20722-37m+1000il  _     v 
^    «.>uU     oOOOm+1000    J  / 


[ittelst  Anwendung   der  Differenzen-Methode   ergibt   sich  also  fUr  iii>-0 
=  0-1 


% 
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Wo  =  007491     ö  =mQ—m   =  —  002509 

«,'^=0-04982 

m  1  =  0-04991     6i  =  wii  —  m'o  =  +  0*00009 

m\  =  0^05000 

»12  =  0050000  62  =  wi2  —  m',  =  — 0-000000 

demnach  ;>  =  0-05. 

V. 

Auf  eino  ganz  andere  Art  gestaltet  sich  jedoch  die  Auffindung  der  Ei 
gleiohung  l«r  dio  Fundamentalformel 

\\\\    wordtui  nrmlich  hier  die  drei  Fälle  unterscheiden  müssen^  wo 

K>A,  K<A  und  K=A  ist 
.Unloi'  «tipücir  (iroi  Fälle  liefert  uns  fürp  eine  andere  Gleichung,  welche 
Attl«M«loihii|i»Mi  ili^r  Continuität  entspricht. 

Mtk|#ivii  wir  in  der  Gleichung  (25)  den  Ausdruck 

\_ 
(1  +  pY  =  ^  resp.  p  =  u*  —  1 
.iii  Kii^ltil  uli»li  nlTnnbar  die  Gleichung 

Mi«M  »vi-li-lii>r  ili"  Krsatzgleicbung 

Im    A       .1   hiiivor^cht. 

Mi.Ui.ii   wir  fcirner  bei  der  Gleichung  (25)  den  Ausdruck 

\\\u  )'  IM    <!<•    Ki'uatzgleichung  bildende  Form  voraus^  so  ergibt  sich 

•firr  |f.*MMi/.pl**i<li'nig  i\\Y Kz>  Aj  worin  p,j  ebenso,  wie  in  früheren  Ersatzgleichui 
\\t\f'  in,   "'»•  IOi«*at>''Werth    zu    betrachten    ist.     Aus    der  Gleichung  (26)    geht 
,/ 1,1^1  •j)m  b  auÄ'Jj  die  (ileichunfji;  IVir  K -^  A   hervor;  dieselbe  lautet: 

l/iH  'lj«i  U'i'Aii'ti  Fonnuln  entspricht  nun  folgende  Aufgabe: 
/,it    w  Irjicin  /iiiHf(iHH«j  P   .  I00y>  nui88    ein  Capital  A  verzinslich    ang< 
wij.l.»,,   vv  liii  «bi^h^•lbll  bei  (liinjr  am   Knde   eines  jeden  Jahres  erfolgenden 
ffHfiiJ»  lüii//   Hill  ilt'ii   Hrtr.i^  li  nacii  /*   .Lihrcu  den  Kudwerth  Ä"  erhalten  soll* 

/    h    irt  wilru  diu  AulJ^.ibo  goHtollt: 

A'       I II 7,  A       OOOÜ,  li  ^  500,  H  =  15,  P=  1002>? 
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VI. 

Die  Fundamentalformel 

(SO)      _  ^(»+,v.+«'±?r-^=^ 

übergeht  für  die  Substitution 

(31)  (1  +!>)«  —1=1*  in  die  Form 

(32)  ^  ^  +  ^J(w  +  1)«  =  A^+  ^'  respective  («  +  !)«  =  ^^+^ 
aus  welcher  sich  offenbar  die  Ersatzgleichuug 

W  "=E(lff±-5f-.) 

ergibt,  welche  mit  den  aus  der  Gleichung  (31)  entspringenden  Relatioi 


1 


(34)  ^  =  (w-|-l)«  — 1 

^''^  "-/.7  (/>  +  !) 

folgenden    zwei    Aufgaben   entspricht.     Jene    mit   der   Relation    (34)    < 

dirende  lautet  nun: 

Zu  welchem  Zinsfusse  /^==  100  p  muss  ein  Capital  A  verzinslich 
werden,  um  bei  in  Intervallen  von  je  a  Jahren  erfolgenden  gleichen  2 
nach  an  Jahren  den  Endwerih  K  zu  erreichen? 

Jene  der  Relation  (33)  entsprechende  ergibt  sich  folgenderraasscE 

Ein  zu  dem  Zinsfusse  P  verzinslich  angelegtes  Capital  A  erh; 
hintereinander  in  gleichen  Intervallen  eine  gewisse  Zulage  22  und  d 
schliesslich  den  Endwerth  K,  —  Wie  viel  Jahre  sind  regelmässig  z^ 
zwei  Einzahlungen  veriBossen? 

Zur  Documentirung  der  praktischen  Anwendbarkeit  obiger  Forme 
wir  nun  fiir  jede  einzelne  Aufgabi*  ein  Beispiel  durchfilhren. 

Es  sei  z.  B.  K==  13G7.51(),  A  =  2000,  Ä=  400,  a  =  3,  n=  10,  p?, 
sich  offenbar  folgende  Ersatzgleichung,  wenn  wir  die  betreffenden  Wer 
Gleichung  (33)  substituiren: 

—  U  I  M*^673-10  .  m-f  400l'o  _ 

Als  erster  einzusetzender  Nilherung.swerth  ist?n>0  respective  m  = 

m ,,  =  0-1 140«  6  =  wi„  —  7/j    =  -}-  0-01408 

Wj'„rrr012H16 

m  ,  =  012610  6j  =z  Dl,  —  m'y  ^  —  000206 

m\  ^0-12404 

m  2  =  0-1245G  i,  =  77i.>  —  m\  =  +  0-00052 

m'2  =  0-12508 

ml  =  0-12497  03  =  m.>  —  m* ,  =  —  000011 
I  m':t  —  012486 

,  w  4  =0-12486 

j  das  heisst  «  =  0-12486  und  der  Gleichung  (34)  gemäss 

/)  =  (112486)»       1=0-04001,  also  P=  100jp=:4«/p. 


I 


III  iTrtfli 
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1 1 


Die  Fun 

(30) 

übergellt  für  < 
(31) 

(32)  ( 2 

aus  welcher  si 

(33) 

ergibt,  wclelie 

(34) 

(35) 

folgenden    zwei 
direndc  lautet 

Zu  welche 
werden,  um  he 
nach  an  .lahrer 

Jon«.'  der 

Ein    zu    d 
hintereinander 
schliesslich  den 
zwei   KinzahlunjL 

Zur  Docui 
wir  nun  iVir  je»!« 

K.s  sei  z.  13 
sich  eflenhar  lo 
Gleichung  \\VX) 


Als  er>ti*r 


das  heiftist  v  -■- 


l 


I  ''  !<•/    «  '   ,      ' 


(II, 


•••I  .      //•.«♦. 


I 


'   '  f... 

»V  •  f  •  •  •  I  »  • 

•   *  ».    *  ;/*  f,-  f.'.  • 


•  ■ 

•  '    "       ■/ '      /#  •  r '.' 
1  I  • ■ .  •  •      ,       ■/  .  . 

•  <  I       •  •  •        .       / 


/ 


?/ 


•  • •«*  II  <  I 


•    «  t  •  f  I     , 


'  I  > 


•  #  * 


/ 


*•  /     * 


/ 


.•rchen»!-:' 


( 


1 ' 


1 


) 


/  . 


•  .  ■ 


v;    .  . 


\\. 


■•   *'    .■•"*.' ••''ü.^'r'.v::},  i<t.  wie  ei'sicli 
•  s'.' .    Ii  f'.-r'i  /.-.  -M- tlioil»»:  ?/?,^  =  (V: 

I  7  <■ 

''  ./'i!  '     „I.  ()-.-.7()0733,  wi,,,    ^   0' 

'•  iii«iii«!i.^«"lH'    Mittel    der    letztei 
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=  0'370Uti31,  somit  nach  (44) 


;>  =  (l-370083l)=  — 1=0-065 
Beispiel  gelte  folgendes: 

68-42,  A  —  10000,  R=  2000,  »  =  8,  p  =  0-04125,  a? 
tlich,    werden    wir   hier   die    Form    (39)    benUtsen    müBsen,    da 
,  somit  die  Ersatzgleichung 

,=     F    /l4-     2000  (m-l)     y 
«>i^   ~100ÜOm— 968-427 
L   reapective  ni=l-l  als  erster  NäheruagBwerth    eingesetzt,   fol- 
-gibt: 

win=l-17166     6  =)»(,— m    =-j-0-071fi6 

m'o=  l-!>i:!3ä 

m  I  =  1-395-13     Ö,  =  Ml,  _  m'o  =  +  0-15211 

w»',  —  1  54754 

m.,=  1-79012     h^=^m^—m\  =4-025258 

m'^  =  2  (t4370 

m  .,  =  2-15484     6j  =  nij  —  m'i  =  +  011214 

m'j  =  2-26698 

»«,--2  44080     öj  =  »»4  — m'3  =  + 0-17382 

m',  =  2-614fi-2 

m ,  =  2-62570     h^  =  m^  —  m\  =  +  0-01108 

m',.  =  2-63678 

w„  =  2-63750     5a  =  m«  —  m's  =  +  0'00Ü72 

7H'e  =  2-63822 

m,  =  2-630265  ö,  =  m,  —  m'e  = -}-0-00O046 

m^^  =  2-638301 

M,  =2-638301    ö,  =  wis  —  m',  = -|-0-000000 
)  ist  «=2-638301  uod  der  Relation  (45)    zufolge  ergibt  Bich  der 

c  r<.i-t: 

lg  2-6;(fl3(ll  __  0-4213244  _ 
"  ^  8  fflOiiiö    ~  0T404416  ~ 

VIII. 
jn  seblicsHliili  die  Fundamentalforniel*") 

(1  +;»"  —  !  .  A         l_(l+p-)-» 

der    l.'ntersucliHBg    zu    unterziehen.    Der  Form  (46)  entspricht 
jrtu 

1+p 
ir  in  dcrsflben  den  Ausdruck 

1 1   I  i') "  "  =  i(   respcctivc  p^tt    "  —  1 
ide  ük-iclmug  übergeht: 

Ulior  l'rof.  Kiiiizü'ij  Abhutidluu); :  Uio  wichtigsten  Formeln  <lGr  Zliii- und  KeDten- 
f.  Dr.  Oscar  Kimuuj-,  seiiiu  AbbaDdlung  über  duaelbe  Tbama. 
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GieicrujDg  (5)  entsprechende  Rentenintervall^  von  denen  jedoch  jede  blos 

sbr^  Existenzberechtigung  beibehält^  als  die  in  den  Gleichungen  (1)  und 

Lalteben,  der  fraglichen  Unbekannten  entsprechenden,  analog  bezeichneten  < 

eine    Differenz    aufweisen.    In    dem    Momente    z.    B.,    wo    die  Rentenintet 

und  b  einander  gleich  sind,  verliert  auch  v  die  Beschaffenheit  einer  Unbek 

und  wird  demzufolge 

a  =  b  =  v 

Wir  wollen  daher,  um  unsere  Frage  einfacher  zu  gestalten,  diesen 
bis  auf  weiteres  festhalten  und  uns  blos  mit  den  beiden  Unbekannten   s 
d.  i.  Zinsfuss  und  Anlagedauer,  beschäftigen. 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  erfahren   daher  eine  Veränderung 
gendem  Sinne: 
4)  Z„=/(/:t,Ä„p,n,a) 

5)  Km  =  /(Äj,  222 ,  9,  972,  öl) 

6)  K„  +  K„  =f[{K,  +  Äj),  (ie,  +  fij),  X,  t,  n]    . 

Nun  bedürfen  wir  aber,  da  wir  hier  offenbar  zwei  Unbekannte  u 
eine  Gleichung  haben,  in  welcher  dieselben  vorkommen,  zu  einer  rationellen 
noch  eine  zweite  Gleichung,  welche  wir  mit  Hilfe  folgender  Norm  errei< 

Nehmen  wir  an,  es  wäre  die  Anlagedauer  m>n,  so  werden  wir  folg 
denjenigen  Moment  zu  ermitteln  haben,  in  welchem  die  CapitalsvergW 
von  Kn  durch  einen  entsprechenden  Zuwachs  der  Anlagedauer  gleich 
Capitalsverminderung  von  iT«,  durch  eine  gewisse  Abnahme  der  Anlagedaue 
n  solange  wachsen  und  m  solange  abnehmen  muss,  bis  beide  einande 
sind;  dieses  Ergebniss  ist  sodann  die  gesuchte  gemeinschaftliche  Anlagec 

Wir  können  daher  folgende  Relation,  die  den  genannten  Anford 
entspricht,  aufstellen:  Bezeichnen  wir  diejenigen,  den  Functionen/ und  /'  ei 
wirkenden  Proceduren,  beziehungsweise  mit  tp  und  '|,  die  gesuchte  gerne: 
liehe  Anlagedauer  mit  *,  so  wird  der  Zuwachs  von  Kn  in  der  Zeit  t 
Abnahme  von  K.^  in  der  Dauer  t —  m  stattfinden;  somit  die  Form^  welchi 
Auseinandersetzungen  entspricht 

7)  9  f/(Ä', ,  i?, ,  ;>,  w, a),  t  —  n\  =--  -^  \f{K^,  Ä^,  q,  m  a\  t  —  m\ 
respective 

Kn  +  Aw  =f{Ky ,  Ä, ,  ;>,  <,  a)  -\-f{K^j  iij,  q,  t,  a) 

Aus  der  Gleichung  (7)  ist   es    uns    nun  möglich,    die  Unbekannte  i 
stimmen  und  durch    Substitution    derselben    in    die  Gleichung  (6)   auch 
bekannte  Grössen  auszudrücken. 

Um  nun  dieses  Theorem  der  praktischen  Anwendung  zuzuführen, 
einige  Beispiele  hier  folgen: 

Es  sei  die  Frage  aufgeworfen,  wie  es  möglich  ist,  zwei  zu  unj 
Zinsfuss  und  Anlagedauer  hinterlegte  Capitalien  zu  einer  einzigen  Capiti 
umzuwandeln. 


xeJ 
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und  nach  vollzogener  Rechnung 

«=12-661 

und  der  Gleichung  (16)  gemäss 


(15016-8  +  10955'5\1  __     _ 
8000  4-  5000      /    ""    ~ 


+ -'^ 

somit  nach  vollzogener  Rechnung  X=  I00aj  =  5*627o. 

Man  kann  daher,  anstatt  das  Capital  von  8000  fl.  auf  10  Jahre  mit  6 
und  5000  fl.  auf  20  Jahre  mit  47«,  ebensogut  13.000  fl.  auf  12*661  Jahre 
6'627o  anlegen  oder  verzinsen. 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  Renten  zasammenziehen,  und  zwar  wei 
wir  zu  diesem  Behufe  abermals  die  Formen  (4)  und  (5)  zu  Rathe  ziehen. 

Es  seien  daher 

17)  Kn=f(K,,R,,p,n,a)  =  K,{\+py  +^{{l+pY^\) 

18)  K^  =f{K,,  R,,  9,  m,  a)  =  /C2  (1  +  qY  -  ^  ((1  +  qY- 1) 
somit  die  fragliche  Gleichung 

19)  ä;.  +  /r„  =  (JT,  +  K^)  (1  +  xy  +  ^^  (d  +  xf  - 1) 

an  welche  sich  sodann  die  Hilfsgleichung 

K^  (1  +/')'  +  |'-((«  -Vpy-^)-{-K,  (l  +  q)i-^{i^+qf  -  l)  = 

anschliesst,  aus  der  wir  abermals  t  ermitteln  können. 
Wir  erhalten  sonach 


und 


m 


TO>n| 

21)  «=E|^ 


-  -  -  -i  (1  +  q)-  +  {i  +  />)"  — '- — fl-  (1  +  ?) 

_  P  _  _  ^  _     _P 


als  durchschnittliche  Anlagedauer  und  durch  >:>ubstitution  des  ermittelten  Wei 
derselben  in  die  Gleichung  (19)  die  Relation  für  den  Durchschnittszins 
(Siehe  S.  9,  II.) 

'~\  i-o  I  ■  ( A',  +  K,)  2  +  (A-,  -iqf 
wodurch  auch  dieser  Aufgabe  entsprochen  ist.  —  Wir  haben  liier  absiclitlicl 
Renten  i?,  und  i?^  so  angenommen,  dass  die  ersteren  in  positivem,  die  letzt 
in  negativem  Sinne  auf  das  Anfangscapital  K  einwirkt,  um  anzudeuten,  das 
allgemeinen   Formeln  für  alle  Fälle  anwendbar  sind. 
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Dem  Gesagten  zufolge  wird  daher  der  Rechnung  in  der  Weise  entspi 
dass  dem  ursprünglichen,  nach  Zahlung  der  ersten  Prämie  giltigen  versic 
Capital  durch  die  jährlichen  Zuschüsse  in  der  Dauer  z  die  Höhe  des  Eigen 
zugemittelt  wird. 

Nehmen  wir  nun  die  Formel 

^  \    p  p  TP' 

in  Anspruch,  so  ist  G  die  DifTereuz  der  beiden  genannten  Capitalien, 
Ni=^N  —  X  die  Originalnettoprämie,  n  die  Dauer  z  und  P=^100  p  als  g 
licher  Zinsfuss  gilt.  Wir  erhalten  somit 

\    p  p  p/ 

Ferner  da  der  Quotient 

4%  i  =   ^ **-  _    

^  m         p        (l+p)f(l+^)n_i] 

ist  und  die  Formel  (1)  in  Betracht  kommt,  welche  durch  m  dividirt  sich 
dermassen  gestaltet: 

X  k 

m(N — x)         m' 

HO  erhalten  wir  nach  Substitution  der  Werthc  von  (5)  und  (4)  das  Result 

Mit  dem  bekannten  Werthe  des  x  wird  auch  A;,  m  und  ^i   bekannt. 

Um  nun  unserem  Beispiele    auch    in    dieser  Weise    zu  entsprechen, 
wir  dasselbe  mit  Hinzuziehung  der  neuen  Daten  zur  Durchführung  bringe 

Die  Nettoprämie  per  100  fl.  versichertes  Capital  für  einen  35jähri^ 
1*987,  die  erhöhte  Prämie  für  denselben  um  10*7  Jahre  der  Altersclasse  ist 
somit  das  ursprünglich  versicherte  Capital  sich  zum  eigentlichen  verbi 
1*987:  3*000;  bei  einem  eigentlich  versicherten  Capital  von  10.000  fl.  wird 
nach  eingezahlter  erster  Prämie  blos  der  Betrag  von  fl.  6623*33  nach  < 
Verhältniss  versichert  sein.  Der  Werth  von  G  ist  daher  fl.  3376*67  u 
P==100^  =  4  wird  U3  =  fl.  240-45  bei  einer  erhöhten  Nettoprämie  von! 
demnach  ist  4  =  40377,  ilf=  100w  =  79*37  und  A^i  =fl.  59*55. 

Im  Falle  des  Ablebens  vor  Ablauf  der  Frist  von  10*7  Jahren  wird 
die  Formel  (2)  mit  Hinzuziehung  obiger  Daten  und  Substitution  der  entspi 
den  Versicherungsdauer  für  die  Grösse  7i  uns  die  Höhe  des  auszubezali 
versicherten  Capitales  fixiren. 


rfi  I 


INHALT. 


Versicherangstechnlk. 

8 

Lebensversieheroiig:  Beiträge  zur  Berechnnng  der  Kriegsprämie  I 

Der  Kriegsprämienzuschlag  vom  mathematisohen  Standpunkte  I  . 
Untersuchungen  über  die  Beschaffenheit  der  Prämienreserve  I  u.  n  .       4: 

Fewrversiohero  ng :    Mr« thematische  Limitirung  der  Feuerversicherungsprämie  1, 11  u.  m  .  21, 2 

Mathematische  Anleitung  zur  Schätzung  der  Brandschaden-Reserven 
\  I,  n  und  m 57, 61 

Finanzteehnlk. 

Baikwesen:    Mathematische  Reflexionen  über  den   Boden-   und  Hypothekar- Credit 

I,  II  und  ni 29,  3 

Die  Creditvereine  und  ihre  innem  Organisation  I,  11  und  m 58,  ff 

Flmuizwesen :  Mathematische  Principien  für  die  Conversion  von  Tilgungsrenten  I  o.  U  . 

Staats-  und  Frioritäts-Anlehen  I 

Mflniwesen:     Beiträge  zur  Lösung  der  Währungsfrage  I 


Auf  Seite  68.    Die  letzte  Zahlenform  soll  heissen  anstatt 

R'  =   0-233351  +  ^-2:15^^-=^^???^)  .  1-2  .  613  =  2-67«;oo 

richtig:         Ä'  =  0-23335  (l  +   ^'^^^^ „Z !^'^^^^ )  .  12  .  613  =  2-67»/oo 

V  0*75143  / 

Auf  Seite  23.    Dritte  Zeile   unterhalb   der   Form   3)   soll   stehen   anstatt    ^in    wel 

richtig:  in  welchen  der  Effect  gleich  0  wird. 
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Im  Ganzen  wurden  an  die  Besitzer  von  Ren ten- Obligationen  mTilgui 
bezahlt;  nun  hat  aber  das  Capital  K  mit  dem  Zinsfusse  /' =  100/>  aut 
aufgezinst,  den  Werth  K{\  -\- pY  erreicht;  hievon  kommt  die  jeweilig  un 
wartedauer  weniger  verzinste  Tilgungsquote  in  Abzug,  daher  der  entspreche 
mehrige  Werth  der  Benten-Obligationen 

2)  W=  K{\  +7>r  -  J  [(1  +P)-  -  1], 

respective 

Dieser  Betrag  W  ist  nun  der  der  neuen  Emission  entsprechende  und  w 
Falle  wir  den  neuen  Zinsfuss  mit  P»  •«  100 jo,  und  die  entsprechende  Tilg 
mit  t  bezeichnen,  die  Formel  für  die  neue  Tilgungsquote  lauten: 

^^  ^'^  (i+?.y-r 

Der  verhfiltnissmässige  Werth  der  Obligationen  wird  daher  von    Jahr    zu 
gender  sein: 

Im  Allgemeinen  gelten  hier  die  Fundamentalformelu  der  Zinseszins-  uii 
rechnung  und  wird,  wenn  Q  die  Tilgungsquote  bezeichnet,  nach  dem  erst 

nach  dem  zweiten  Jahre 

nach  dem  dritten  Jahre 

W,  =  AXl  4-i>)'  -  -^[(1  +  pY  -  1]  u.  s.  f. 

den  al  pari- Werth  der  Tilgungsrenten  bezeichnen. 

Soll  nun  der  jeweilige  al  pari- Werth  auf  Grund  des  ein  Jahr  vorher 
gefunden  werden  und  zwar  in  jenem  Momente,  wo  eine  neue  Quote 
wurde,  so  wird  in  folgender  Weise  verfahren  werden  müssen: 

Die  Formel  ,,.      Q 

W — ^ 

A'—  M 
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Ist  daher  z.  B.  die  Anzahl  der  Gefahrmomente  desjenigen  Kisicos,  für 
die  volle  Gruudprämie  ohne  Babattnachlass  gilt,  Vq  =  3,  so  erhalten  ivirdie 


7) 


(.+  i+L,L  +  I) 


Die  Summe  der  Gefahräquivalente  bei  Giltigkeit  der  vollen  Orundpräc 
daher  «  =  5,  für  welchen  Fall  j>  =  //  wird ;  bei  grösserer  oder  geringerer  1 
der  Gefahräquivalenten  gestaltet  sich  die  Prämie  nach  der  Formel  (7)  in  fol 
Weise : 


Gefahr- 

Aeqnivaienten 

Summe  « 


0 
1 

2 
3 

5 

6 
7 
8 
9 

10 
usw. 


Rabatt  oder  Zu- 
schlag zTirGmnd- 
prämie 

-  Ü6% 

—  21  27« 

—  l(5-7% 

—  11-7";, 

—  6-16V,, 
0 

-f-  6-7 
+  13  SS"'« 
+  19-36"/« 
+  29-r)8V„ 
+  38--"/» 
u   s.  w. 


Effective  PrSmie 
P 


2-60%o 

2  76%. 

^  y^  /  00 

3  09%„ 
3 '28  /oo 
3  507«fl 

^  ' '-'  /  00 

^  ♦'•^  /«o 
418»  ,.„ 


--? 


4-54" ' 


/OO 


rt  ci)  /CO 
U.    S      W 


Ks  ist  daher  nur  nothwendig,  die  verschiedenen  Gefahrmomente  mit  dei 
sprechenden  Aequivalenten  zu  versehen,  um  auf  mathematischera  Wege  die  '. 
erlangen  zu  können. 

Nachdem  dieser  bahnbrechenden  Idee  in  kurzen  Zügen  Raum  gegeben 
ist  noch  hervorzulieben,  dass  die  unserer  Keclmuiig  zugrunde  Hegenden  M< 
vielen  mit  grosser  Umsicht  gesammeltem  statistischen  Daten  entsprechen,  aus 
vergleichenden  Scahx  der  Gefahrmomente  und  der  aus  den  wirklichen  Brands 
sich  ergebenden  Gefahräquivalente,  beziehungsweise  dem  entsprechenden  jew 
Gefahreffect  die  Steigung  des  Risicos  analytisch  dargestellt  ist.  Die  Art  und 
wie  sich  die  der  successiven  Steigerung  der  Gefahreffeete  entsp.echenden  Pr 
resultate  dem  Fachkundigen  präseniiren,  deuten  auf  eine  gut  durchdachte  und 
erwogene  Untersuchung  der  für  diese  Aufgabe  wichtigen  Voraussetzungen  bin. 
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Prämien  -  Tabelle 

für    Fabriken-   und   Gebäude- ßisico. 


Önnime 
der  Gcfalir- 

Fabrikei 

jlquivalenten- 
;  Factoron  oder 

(Tofalir- 

'  Anzahl   der 

Acqnivaleiiteii- 

(fofahri'inh. 

.Sumini?  ■« 

2    CT 

tiir  .'/  =  3-5 

0 

0 

0- 

1 

•1 

0 

33 

!         0 

■2      ' 

0 

70 

0 

3 

1 

05 

0 

4 

1 

•40 

0 

5 

1 

•75 

0' 

•ß 

2 

•10 

0 

■7 

2 

■Ab 

0 

'8 

2 

•80 

0 

•9 

3 

•15 

1 

•0 

3 

•50 

1 

•1 

3 

•85 

1 

•2 

4 

•20 

1 

•3 

4 

.55 

1 

•4 

4 

•90 

1 

5 

•» 

a 

•25 

!• 

■6 

5 

60 

1 

•7 

5 

95 

1 

•8 

6 

•30 

l 

9 

6 

•65 

2 

■0 

7 

•CO 

1        2 

1 

7 

35 

2 

2 

7 

•70 

2 

3 

8 

05 

2 

•4 

8 

•40 

2' 

8 

75 

2 

6 

9 

10 

2 

7 

9 

•45 

2' 

•8 

9 

•80 

2' 

•9 

10' 

■15 

3' 

0 

10' 

•50 

3 

1 

10' 

•85 

3 

1^ 

11 

20 

3- 

3 

11 

•55 

3 

4 

11- 

90 

3" 

■f) 

12" 

•25 

3- 

•ö 

12- 

60 

3- 

12- 

95 

3- 

8      ' 

13- 

30 

3- 

9    ; 

13- 

65 

4- 

0     i 

14- 

00 

Gebäude-Risico* 


Prämie 

0/ 
'00 


2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
5 
5 
o 
5 
5 
5 
5 
5 
6 
6 


592 
656 
711 
765 
819 
874 
931 
991 
05;i 
116 
184 
254 
326 
400 
477 

638 
722 
808 
895 
986 
078 
171 
260 
36  t 
463 
564 
667 
771 
877 
983 
091 
202 
314 
426 
540 
656 
675 
895 
OK) 
130 


Gefahr- 

Aequivaleiiteii- 

Prämie 

Snmme  » 

1               »./ 

für  <j  —  1-5 

'  WO 

1 

1 

0 

1-274 

0 

•15 

1-306 

0 

•30 

1-339 

0 

•45 

1-372 

0 

•60 

1-405 

0 

•75 

1-440 

0 

•90 

1-476 

•05 

1-512 

•20 

1           1-550 

■35 

1          1-588 

•50 

1  •  627 

•65 

1-667 

•80 

1-708 

•95 

1  750 

2' 

10 

1  792  ■ 

2 

25 

1  836 

2 

40 

1-880 

2 

55 

l  -  925 

2 

70 

1-971 

2' 

•85 

2017 

3 

00 

2-063 

3 

15 

2112 

3 

30 

2  160 

3 

45 

2-213 

3- 

■60 

2  260 

3 

2  310 

3- 

90 

2  361 

4 

05 

2-413 

4 

20 

2-465 

4 

35 

2-517 

4- 

50 

2-571 

4- 

65 

2-625 

4- 

80 

2-679 

4- 

95 

2  734. 

5- 

10 

2-789:, 

5- 

25 

2-841 

0" 

40 

2  902, 

5- 

55 

2  98r^ 

5 

70 

3 -OK 

0' 

85 

3-0? 

6- 

00 

8-1 
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Nachdem  wir  uns  die  Ueberzeugung  verschafft  habeu,    dass    eiue   solch* 
auch  das  Absterbegesetz  geometrisch  darzustellen  gestattet,  und  somit  auch  < 
deren  Factor  für  die  Ermittlung  der  Präraienreserve,  nämlich  die  Prämie  für 
bruchtheile  zu  berechnen    uns  in  die  Lage  setzt,    so  wollen   wir    zu   deren    i 
Bestimmung  schreiten. 

Zwischen  den  beiden  Factoren  x  und  iv^,  d.  i.  dem  Alter  und  der 
scheinlichkeit  der  Erlebensdauer,  herrscht  die  Bedingung,  dass  bei  Zunahi 
ersteren  das  letztere  abnimmt  und  umgekehrt;  und  zwar  geschieht  dies  i 
genau  proportionaler  Weise,  sondern  wächst  in  progressivem  Sinne. 

Wir  können*  daher   die    bekannte   allgemeine  Form    für  dieses  Prineij) 
Wendung  bringen,  welches  sich  in  nachstehender  Formel  äussert 

5)  v'  -  ^y'  -^  B  ^  0 

worin  A  und  B  willkürliche  Constanten  bezeichnen    und    welche  Form  nach 
tution  obiger  Factoren  in  folgende  übergeht 


tOy,   ' 


-.(---)'- «  =  o 


nach  vollzogener  Integration  und  gehöriger  Substitution  der  Constauten  orhal 

die  Resultatsgleichung 

6)  u\  =  a  q^  -\-  h  q 


—   X 


welche  bekanntlich  die  Gleichung  der  Kettenlinie  ist. 

Das  Minimum  für  tt\  orhalti'U  wir,  wenn  wir  das  Alter  x  in  derselben 
setzen,  wodurch  sich  folgende  Relation  ergibt 

somit 

/> 

a 

Durch  Substitution  zweier  passenden  Werthe  in  dio  Gleichung  (G)  erhal 
Fodann  weitere  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  in  Verbindung  mit  der  L 
Relation  die  Werthe  für  a,  h  und  y  ergeben,  worauf  wir  noch  spiiter  zurückzul 
gedenken. 

Durch  Ermittlung  dieser  Curve  wird  es  uns  nun  möglich,  nicht  nur  ; 
beliebige»  Alter  des  Versicherten  die  wahrscheinliche  Erlebeusdauer  zu  er 
sondern  auch  auf  Grund  dersell)en  das  Absterbegesetz  genauer  zu  fixiren,  ind 
auch  die  Anzahl  der  Lebenden  in  verschiedenen  Stadien  wührond  der  Jahresin 
festzustellen  in  der  Lage  sind. 
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liefert,  deren  Wurzeln 

K,  =  4-  1 

F,  -     -  1 


») 


sind. 

Da  nun  K,  und  K,  tur  «  und  b  unendliche  Wertlie  lieteru  uii 
als  1  ist,  daher  für  unsere  Rechnung  unpraktisch,  so  erübrigt  uns  iiu 
Vj,  welche  uich  Substitution  der  entsprechenden  Werthe  der  Walirsche 
Erlebensdauer 

(a?0.   =  31-78526 
und 

den  Werth 

V  =  2-840.  () 

liefert.    In  Folge  dessen  ergibt  sich 

1 
y  =    V-'-'  =  1  •0:32 1443 
a  =   —  ()174490ii 
b  =  +  91701^2 

Da  diese  Curve  jedocli  blos  in  den  drei  Punkten  -ry,  /•,  und  ./•,  mit 
übereinstimmt,  so  wird,  um  derselben  den  nuthigeu  correctiven  Spielra' 
folgende  Form  der  Anforderuug  entsprechen: 
9)  w,  =  a  (y  -^   r:y  +  />  (,,  4-  ,j)-x 

worin  0  in  den  oben  bezeichneten  drei  Punkten  ^rz:  (j  werden  muss.  U 
nur  dann  der  Fall  sein  kann,  wenn  die  bekannte  Ketteulinie  mit  der  ge 
in  diesen  drei  Punkten  zum  Schnitt  kommt,  so  wird  offenbar  eine  posit 
wechselnde  Interpolation  stattfinden  müssen. 

Derselben  wird  nun  dadurch  entsprochen,  dass  für  0  eine  Form  g 
welche  für  die  Wertlie  u'y,  .r,  und  .^^  veri^cliwiudot  und  zu  gleicher  ! 
iiatendifferenzen  entsprechend  regelt. 

Dieser  Anforderung  entspricht  nun  folgende  probeweise  ermittelte 

in)     .,    _  .r  /  ^'  \r   (.3:3    -   .r)   (HG    -    ,1')    (99 

''        2  (9^^  +  ./')V  -J  (99  +  r)/\    (.33  -h  .'•)  (6(;  +  .r)  (99 

und  wir  erhalten  somit  die  dem  Absterbegcsetz  entsprechende  Linie 

[•'-        /  '-        \  / (33  —  x)  (6ü  —  .c) 


•  •.  f 

■•'■*"ll«lr|j. 

.  .^'llU'lj 
.4  i-     kill  /. 

•■:i:'i'llh'ii 
V  Im«»  imih« 

•*..i  iiinl 
■  \'\\\  "i'iiitr 
-•w:kiMi(l(*n 

'•       li's|/.||- 

»/.IuiiIhmi 

^^.•:.•M  \or/.ii- 

^N  "•     liamkll. 

X    .;n«l  tiiidriL 
•   i   iliM    Ii'l/Ji'nili 

■    %h»Mi   l'.ill«'  «bt- 

:.:!c'li    iiK'lll    l*ilii" 

.'•  I»    «'im»    .  oIc'Iji- 

-iulntiMi    ^tatiJt;;- 

•»    «M  i'in   Mili/Ii*'«: 

•'.vIhMI     \  iMl'ill     Vi»| 

•  •.   *N'.linti-n,  «la.-.- 
'  •  iv:.'.   uciiii   /.Wii 

■•.uiiM-.Jiii/i'h.    i;. 

"■     i'ilh"-     ^oli:ii(*|j 


!▼ 


^     ■"       ■•       I.'!  ■U.li'llrli.      iiiiT.-; 
•       N    »"l»«-  IllPMlIif.    ij:i,.    \,\.:. 

P»i  kmi'*    <ln-i'lhi;ii    :..  :- 
»'.    ."'»'11  ••i'l!«*n. 
^  •■'    '       •'  '«:'•  üml.iiT   «'IUI!-.  Mi:,!.-  ,r- 
\\\\  :.  *!  /  ■  i.  n  "üiM'ii  iiihj  /iii.-.i''/in-»-ii  JJ.JI«  i, 
IV;' •..■■'.••.'   .L- .  ./'.i».'?!   ii'i»i,i  .fiihiiMi  y 
:u!ii:  '\w^c\    Tm«;.'  •.:'.i      IM    l'.i!!.'     »\.   ,1,...   |)arli'lH»ii>    .ji».    JJnl.ivi. 


V 


\« 


t'  1 


■ 

tl«Mi   rriMiii.ai/.   tiiit    wrUlu'in  .li«   Kiiila"!*  vfizin.-,!    winl    riml    u 
iicLe  Dauer  bczeiiliiu*l 
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Du  Ludwige  Groumann't 

lematische   Anleituii})^  zur  Schätziuifi:  der  Bi-niulscliadon- 

Kes(»rvon. 
II. 

gelang  uns  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  deujeni^jen  Pimkt  thooretiscli 
lUen,  bis  zu  welchem  die  Summe  der  positiven  Oefabreffecte  durch  jene  der 
ü  aufgehoben  wird.  Für  Fabrikeu-Risico  äussert  sich  nun  diese  Erscheinuu«? 
Punkte  8  =  9-45,  welcher  also  daselbst  die  Grenze  derjoDigeu  Gefahrilqui- 
isummen  bezeichnet,  bis  zu  welchen  sieh  die  densolbea  entsprechenden  Summen 
itiven  und  negativen  Gefahreffecte  gegenseitii?  ausgleichen.  Alle  jene  Risken, 
sich  innerhalb  der  Grenzen  ä  =-  0  und  -s  =^  9'46   bewegen    (siehe  Prümien- 

38),  werden  also  den  Schadeneftect  des  Fabrikon-Normalrisicos  nicht  über- 
D. 

fas  nun  das  Gebäude-Risico  anbelangt,  so  wird  ein  analoges  Vorgehen  in  dieser 
ing  uns  zum  erwünschten  Resultate  führen.  Durch  Substitution  der  entspre- 
I  Factoren  in  die  Formen  5)  und  f>)  der  vorigen  Abhandlung  erhalten  wir 
m  Werth: 

kr  Gebäuderisico  ist  bekanntlich  die  mit  der  Grundprämie  corres)>ondirende 
Bomentenanzahl  »o  ^  2,  somit 

^  c^  +:3)  (« + 1)  ((-7  (*  + 1)  -  F)  -r  f;.  i^ + ly  -  (1  +  4  ) '  'f'  H-  % 

rir  für  F  '=^  0  die  Werthe  s  =  0  und  s  ~-   ISi)  erhalten,  welch'  letzterer 
lier  diejenige  Grenze  bezeichnet,    in  welcher   die  Summen  der  positiven  und 

Gefahreffecte  sich  gegenseitig  ausgleichen. 
;hdem  wir  nun  diese  Grenzen  festgestellt  haben,  so  erwächst  uns  die  Frage, 
)T  Weise  wird  der  Schadeneftect    aus    den  i^eluudenen  Resultaten  zum  Aus- 

ingen  können.     Da  für    .s  =  0   der  grosste    negative   und    für  .s  =  9'45 
[sweise  «  =   1*89  der  grösste  positive  Gefahreftect  innerhalb  dieser  Grenzen 
rt,  so  wird  oftenbar  in  der  Summe  dieser  äussersten  Gefahreft'ecte  die  LOsung 
Lüfgabe  liegen  müssen. 


ist  nämlich  bei 

Fabriken-Risico 

Gebäude-Risioo 

-  0               *,  - 

•  n-L>:)938 

für     ^•,     -    0                i,     - 

-  O'iöOol 

so                         fj    — 

ü 

c      «,   -=   1                ^, 

0 

=  9'4b          *i  =- 

0  33333 

^           ,V,     ^_     l-8'J                  c,     =    - 

0  15547 

m  äusserssten  Grenzen  des  normalea  Risicos  sind  somit,  wie  aus  obigen  Zahlen 
it,  ungleich  weit  von  denjenigen  Punkten  entfernt,  in  welchen  der  KlVect 
jwird.  Da  jedoch  die  beiderseitigen  Flächen  gleich  gross  sind,  so  müss«*n 
f  auch  die  Intensitäten  der  Gefalireflecte  auf  derjenigen  Seite  grösser  sein, 
bher  diese  Distanz  eine  kleinere  ist.  Nun  kann  aber  eine  grössere  Anzahl 
■rangen  mit  kleinerem  Gefahreütvt  nirht  gl»'ii:hhe<leuteüil  sein  mit  einer  gori 
iBxabl  Versicherungen  von  grösserem  Gefahreffcct,  und  es  ist  demgemäss  ^^ 
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rmm 


Nr. 
1 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
IC 
17 
18 
19 


1-40 
210 

2  80 

3  50 
4-20 

4  55 

4  90 

5  25 
5-95 
6-30 
6-65 

00 
70 


7 
7 
8 
8 
8 
i) 
9 


05 
40 
75 
10 
20 


9-40 


Versiclie- 

runers-Sumine 

ttOOO  .  fc 

5000 

8000 
13000 
15000 
20000 
10000 

8000 
10000 
15000 
20000 
20000 
18000 
1500Ö 

()000 
16000 
12000 
20000 
15000 
18000 


Prämie 


Prämien- 
Betrag 


k  8t 


2- 

819 

2- 

931 

3 

052 

3- 

184 

3 

326 

3 

400 

3 

■477 

3 

557 

3 

•722 

3 

•808 

3 

•895 

3 

•986 

4 

•171 

4 

•266 

4 

•364 

4 

•463 

4 

564 

4 

594 

4 

652 

14 
23 
39 
47 
66 
34 
27 
35 
55 
76 
77 
71 
62 
25 
69 
53 
91 
68 
83 


264000 


1225 


10 
45 
68 
76 
52 
00 
82 
57 
83 
16 
90 
71 
56 
60 
82 
56 
28 
91 
74 


7 

16-8 
36-4 
52-5 
84-0 
45-5 
39-2 
52-5 

89-3 
1260 
I33O 
l26 
ll5 

48 
134 
105  0 
182  0 
138  0 
1690 


0 
5 
3 
4 


97 


1700-56 


1  ^f\f\* "  et 

domgemäss  ist  nach  der  Form  3)  m  =        -^^^  -  =  1*28826 

5 .  264 

Die  Eeserve  fi'ir  den  Posten  14  ist  demnach,  da  der  SchadenelFect  S  =1 

R  =  0-23335  .  1-28826  .  4-266  =   l-28Voo, 
oder  30%  der  Prämie,  was  für  alle  übrigen  Posten  des  normalen  Bisicos  fÄ 
speciellen  Fall  gilt. 

Anders  verhält  es  sich  jedoch  bei  nicht  normalem  Risico.  Nehmen  iri 
an,  es  wäre  w'  =  1*2,  also  eine  ziemlich  verhältnissmässige  Vertheilung  i 
Sicherungssummen,  *)  so  würde  sich  für  ein  Risico,  dem  eine  Prämie  von  I 
also  ein  Gefahreffect  von  £„  =  0*75143  entspricht,  die  Brand schaden-Res« 
gendermassen  ergeben: 

R'  =  0-233351  +    {^'''^f.-^^)  .  1-2  •  613  =  2-67V. 

oder  43'58°/o  der  Prämie.  Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass,  je  grÄ 
Anzahl  der  Versicheiungen  ist,  desto  mehr  wird  das  wirkliche  Schaden-Ergeh 
obiger  Rechnung  übereinstimmen. 


•)  J>ei  vollständig  verliiiltnissmilssiger  Vertheilung    sowohl  der  Risken    als   anch 
sichcmngsbeträge  müssen  i>i  und  m'  gleich  1  werden. 
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Wenn  eine  solche  Serie  n  Versicherungen  in  sich  fasst  und  die  in  die  Form  l) 
edrückte    Vorbedingunpf    erfüllt    wird,   so    wird    folgender    Relation  entsprochen 

[en. 

nA 


m   5= -r— , 


shuusrsweise 


in 


/   _. 


a  '\-  h  -{-  c  .    .    .    .  k 
n  A  8, 


Ist  daher  auch 
ehimgsweise 


7  (a  4-  '>  +  ^  •    •    -  ^*") 
n  /l  «2  -      y  (a  -i-   />   -h  r  -U  .    .  -f-   k) 


rird  7/2,  respectivc  m'  gleich  1  werden.  Den  Anforderungen  in  dieser  Beziehung 
A  immerhin  auch  derart  entsprochen  werden,  dass  sich  beide  Bedingungen  gegen- 
ig  ergänzen. 

Es  sei  zu  bessereni  Verständniss  in  folgenden  Tabellen  je  eine  solche  Serie  zusammen« 
eilt,  lind  zwar  sowohl  für  normale  als  auch  für  nicht  normale  Bisken,  worin  diesen 
ingiingeu  entsprochen  wird. 

T^a.  "belle 
rt  bei   normalen  Risken  zur  directen  Versicherung  zulässigen  mittleren  13eträge. 


iw 


F  abr  i  ke  n  -  U  i  si  cn 


O  0  b  ä  u  d  e  -  R  i  8  h:  o 


Gefahr- 

'••  .  10<) 

inivalfuteu- 

Prihiiic 

.V 

Suiiini«?    ♦ 

0 

ViTAicheruii'Z!'- 

«■^ . " 

(»0 

9U1DII1C  in  PerctMitcn 

y    »;     =    .*•:» 

von  A 

2-45 

2.991 

204-182 

2-80 

3  052 

178-571 

3-15 

3116 

i        158 -730 

3-5() 

3-184 

142-857 

8-85 

3-264 

129-870 

4 -20 

3.326 

119-047 

4-56 

3 -400 

109-880 

4-90 

3-477 

102041 

5-00' 

3-50() 

100 -(KW 

5-25 

3-557 

95-238 

5-6CJ 

3-688 

89-286 

5-95 

3  722 

84-033 

6*30 

3-808 

79-365 

6-65 

3-895 

75-188 

7 -CO 

3-986 

71-428 

7-a=> 

4'Ü78 

68-027 

7-70 

4171 

64-935 

805 

4*266 

62- 112 

8  40 

4-364 

59-5-24 

8-75 

4-463 

57  - 143 

9.10 

4-564 

54-945 

9-45** 

4-667 

52  •9^16 

Gefahr- 
äipiivalenten- 

suinmn  » 
für  //  ^1-5 

0-45 
0-60 
0-75 
0-90 
1-00" 


1 
l 
1 
1 
1 
1 
1 


05 
20 
35 
50 
65 
HO 
89*" 


Prämie 

0- 
on 

1-372 
1-405 
1-440 
1-476 
1-500 
1-512 
1-550 
1-588 
1-627 
1-667 
1-70H 
1-731 


9 


100 


Veraichernngt- 
•niume  in  Percentan 
von  A  _ 

222-222 
166-667 
133-333 
111-111 
100-000 

95-233 

83-333 

74-074 
I    66*667 

60-606 

55-555 

52-906 


*  Dl«  der  beiiehnnir^weinrii  Gninilprämi«  fiitHprechen-Ie  iieralirai|uivalent<>n«uiiiiii«  f. 
**  Aea«Mriite  Greuse  fflr  normale!«  Kialro. 
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T^a.  "belle 
der  bei  nicht  normalen  Risken  zur  directen  Versicherung  zulässigen  mittle 


11.   s.   f. 


n.  8.  f. 


!                  Fal 

b  r  i  k  <•  n  -  R  i 

s  i  c  0 

Ge 

bäudc-Ri. 

sie« 

Gefahr- 

1 

*'     100 

Gefahr- 

i 

''  ftqnivalenten- 

i       Prämie 

1                          •     XXFXß 

9 

äquivalenten- 

Prämie 

, 

Snmroe  s 

/eo 

1 

'      Venicheraog»- 

Summe  s 

VCK» 

Vci 

1  fttr  ^  =  3-5 

jtninine  in  Pereenten 
▼on  A 

für  g  —  1-5 

snram 

'           9 •45» 

4-667 

52  906         1 

1-89» 

1-781 

9-8() 

4-771 

51  020 

1-95 

■      1-750 

10-15 

4-877 

49-261 

2-10 

1-792 

i         10-50 

4-983 

47-619        , 

2-25 

l-83(> 

;         10-85 

5-091 

46-083         i' 

2-40 

1-880 

11-20 

5-202 

44-643 

2-55 

1-925 

.         11-55 

5-314 

4:^278 

2-70 

1-971 

i         11-90 

5-426 

42-017 

2  85 

2-017 

12-25 

5-540 

40-816 

300 

2063 

12-60 

5-656 

39  682 

3-15 

2  112 

;         12-95 

5-675 

38-610         i 

3-30 

2-160 

'         13-80 

5  895 

37-594         i 

3-45 

2-213 

1         13-65 

6-010 

%-63() 

3-60 

2  260 

14-00 

6-130 

35-714 

3-75 

2-310 

14-35 

6-252 

34-843 

3-90 

2-361 

14-70 

6-375 

34  014 

4-05 

2  413 

!         15-05        1 

6-499 

33  223 

4-20 

2-46r) 

1         15-40 

6-624. 

32-467 

4-35 

2-517        i 

i         15-75        1 

6-751 

31-746 

4  50 

1 

2-571 

16-10 

6-879 

31  056 

4-65 

2-625 

16-45 

7-007 

30-395 

4-80 

2-679 

16-80 

7-136 

29-726 

4-95 

2-734 

17-15 

7-267 

29-154 

5-10 

2-789 

17-50 

7-399 

28-571 

5-25 

2-845 

17-85 

7-531 

28011 

5-40 

2-902 

18-20 

7-664 

27-472 

5-55 

2-959 

18-55 

7-799 

26  954 

5-70 

3  016 

18-90 

7-935 

26-455 

5-85 

3-074 

;         19-25 

8-071 

25-974 

600 

3-132 

!         19  60 

8-208 

25-510 

6-15 

3-191 

1         19-95        ! 

8-345 

25-063 

6-30 

3-249 

20-30 

8-482 

24-630 

6-45 

3-308 

20-65 

8-624 

24-213 

6-60 

3-370 

21-00 

8-766 

23-810 

6-75 

3-4:w 

;         21-35        1 

8-908 

23-419 

6-90 

3-491 

,         21-70 

9-050 

23041 

7-05 

3-552 

22-05' 

9-193 

22-676 

7-20 

3-613 

22-40 

9-338 

22-321 

7-35 

3-674 

22-75 

9-483 

21-978 

7-50 

3-737 

23-10 

9-629 

21  645 

7-65 

3-801 

;         23-45 

9-775 

21  322 

7-80 

3-865 

23-80        , 

9 -9^3 

21-008 

7-95 

.     3-*)29 

;         24-15 

10-071 

20-704         j 

8-10 

3-993 

24-50 

10-220 

20-418 

8-25 

4-056 

1 

*  Grenzscheide  zwischen  normalem  nnd  nicht  normalen  Risico.  —  Im  F^i] 
A  =  10.000  Gulden  wäre,  so  würde  der  hr.chst  znlässiire  mittlere  Betrair  ilir  n 
Bisico  fl.  5.290-60  repräsentiren.  s      ur    n 
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Der   Form  4)  gemäss  ist 

P  «'(i'"  —  1) 


lit 


i  «la  hierin  r  —    1    -J 


u 

„tl                         p           ,1  n 

100  . 

r»  —  i'   ~     C  M»  — 

1 

Q 

100  ' 

SO  i-iiiallcu  wir: 

V"  - 

—  1)           /'       n» 

_i      -    c  «»_ 

T' 

Hl     ■>     n 


Hier  Uli»  ergibt  sieb  nuu 

y        u"       /  I    \         . 

^-    r    n"-i    V    -    r)  +  » 

d  s«»iuii,   weDQ  wir  dies  beiilerscits  zur  ntan  Potenz  crhel>en,  ni<:;lich 

'■  -  h  +  c ..-  ^i  •  ('  ' ,'.  )]■ 

ieraus  erbalton  wir  nach  der  bckanutou  Lösung  der  trauscend<Miten  P'ormcn  die  einzige 
Utiniiirlicbc  Ersatzgleicbung: 

s  Kcsiiltat.  Wir  wollen  zum  besseren  Verständniss  ein  IJi'ispirl  durchfiiliron.  Eine 
unk  wiirdo  die  Begebung  eines  beliclii^  ^'rossen  Anbdiens,  welches  durch  don  Staat 
mtrahirt  wird,  mit  einem  Coursc  von  92  übernelimpu ;  die  Tilgung  d^ssclbon  wÄre 
if  3<.)  Jahre  projectirt  und  soll  das  Anloheu  in  vicrpercentiger  Papier-Kente  begeben 
erden.  Wie  hoch  würde  sich  die  eigentliche  Verzinsung  mit  Bezug  auf  den  Ucber- 
ahniscours  belaufen? 

Der  Staat  würde  also  für  je  fl.  100  emittirtor  Rt^nte  blos  den  Betrag  von  fl.  1)2 
rhalten,  hätte  jedoch  fl.  100  zu  tilgen  und  müsste  überdies  fl.  92  mit  4  dulden 
ro  anno  verzinsen.  Diesem  Beispiele  gemäss,  wäre  daher  C  ==  92,  u  =  30 
^  =  100i>  =  4Vo,  w  =  1-04,  und  Q  =  10()  7  =  ?  Es  ergäbe  sich  daher  die 
ntsprechonde  Form: 

m>:i24     L      ^       92|(l-04f'  —  1|      \  Ui   )\ 

wmit  /•  =   1  04702  und  Q  =  4-702%. 

Das  dem  Staate  in  Wirklichkeit  zur  Verfügung  gestellte  i-apital  Ä'  würde  also 

bei  dem  Umstände,    als  blos  dessen  alleinige  Tilgung  iunerhall)   .'JO  Jahren    bedingt 

wäre,   also  die   Schuld    des  Staates  den  Wcrth   K*  nicht  überschreiten  würde,   unter 

diesen   Auspicien    eine    4*7percentige    Verzinsung    erheischen:   da  jedoch    der    Staat 

mehr  schuldig  ist,  als  er  empfangen    hat,    indem  er  den  Noniinalwerth  K  innerhalb 

l  30  Jahren  zu  tilgen  hat,  so    reprüsentirt  diese  Verpflichtung  im  Vergleiche    zu   der 

1  «igenüichen  4percentigen  Verzinsung  des  Nominalwerthes  K  eine  0*7percentige  Mehr- 

^  vttxinsuDg  des  empfangenen  Capitales  A'. 
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Es  müssen  somit  die  jährlichen  Annuitäten,  welche  nothwendig  sind,  u 
Nominalwerth  des  Darlehens  K  innerhalb  30  Jahren  bei  4percentiger  Verzinst 
tilgen  gleich  sein  denjenigen,  welche  innerhalb  derselben  Dauer  das  an  den 
wirklich  geliehene  Capital  K'  bei  einer  4'7percentigen  Verzinsung,  zu  tilg 
Stande  sind. 

Nachdem  nun  das  Geschäft  in  diesem  Sinne  abgeschlossen  wurde,  wi 
betreffende  operirende  Bank  die  ihr  vom  Staate  zur  Verfugung  gestellten  B 
titres  an  das  aülagebedürftige  Publicum  zu  begeben  trachten,  und  zwar  so  hc 
möglich  über  den  Uebemahmscours,  denn  die  Differenz  zwischen  diesem  un 
Durchschnittscours,  mit  welchem  die  Rente  an  den  Mann  gebracht  wird, 
eigentliche  Gewinn,  welchen  die  Bank  aus  dem  Geschäfte  erzielt.  Wäre  z. 
Bank  im  Stande  sämmtliche  Bententitres  mit  dem  Nominalwerthe  anzubrm{ 
würde  sie  die  ganze  Differenz  zwischen  K  und  A'  in's  Verdienen  bringen.  I 
jedoch  im  Allgemeinen  nie  der  Fall  ist,  sondern  immer  ein  Theil  dieses  K 
abgegeben  werden  muss,  so  ist  beim  Abschlüsse  solcher  Finanzgeschäfte  die 
wendigkeit  rorhanden,  mit  den  Bedürfnissen  des  Geldmarktes  zu  rechnen.  In 
liehen  Zeiten,  wo  der  Gours  der  Staatsrenten  ein  entsprechend  hoher  ist,  ] 
solche  Geschäfte  ohne  Gefahr  durchgeführt  werden,  insbesondere  wenn  hie 
Zeitpunkt  gewählt  wird,  wo  die  flüssigwerdendeu  Zinsen  der  grossen  Anlagecai 
das  Bedürfniss  nach  neuen  Anlagen  steigern. 

In  allen  Fällen  muss  jedoch  der  Fiuancier  in  der  Feststellung  des  Ueberi 
Courses  die  nöthige  Vorsicht  anwenden,  um  bei  Durchführung  solcher  Ge 
seine  Rechnung  zu  finden. 
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_      El*.  ^0 


^        *o  >4-8|  •    '      17-2918 


als  die  für  diesen  speciellen  Fall  giltige  Ersatzgleichimg,  welcher  da»  Ke^u 

«  =  v^o  =  6-8888 
entspricht,  woraus  der  Werth  für  v  resultirt 

V  =  1-04944 
welcher  einen  Zinsfuss  von  4-94%  l>ei  vierzigjähriger  Tilgungsfrist   ah    Pai 
dem  Anbot  B  ergibt. 

Da  nun  A  bei  vierzigjähriger  Tilgung  blos  eine  Verzinsung  von  4'^ 
spracht,  so  ist  dessen  Anbot  der  günstigere. 

Wie  wir  nach  diesen  beiden  Beispielen  ersehen  haben,  nimmt  bei  unvo 
Tilgungsfrist  der  Zinsfuss  mit  dem  Uebernahmscours  zu;  und  bei  unver 
üebernahmscours  der  Zinsfuss  mit  der  Tilgungsfrist.  Da  nun  ferner  bei  zuu< 
Tilgungsfrist  bekanntlich  der  Uebernahmscours  im  Abnehmen  oder  der  Zii 
Zunehmen  begriffen  ist,  so  geht  daraus  hervor,  dass  bei  gleichzeitiger  Zun: 
üebemahmscourses  und  der  Tilgungsfrist  der  Zinsfuss  einem  doppelten  W 
unterworfen  sein  wird. 

Folgendes  Beispiel  mag  dies  illustriren.  A  macht  den  Anb 
einem  Uebernahmscours  von  96  und  5%i  g  e  r  V  e  r  z  i 
eine  Tilgungsfrist  von  vierzig  Jahren  zu  gcwii 
B  dagegen  offerirt  bei  einem  Ueberuahmscourr? 
und  einer  47«igen  Verzinsung  blos  eine  dreissigja 
Tilgungsfrist;  welcher  der  beiden  Anbote  ist  de 
s  t  i  g  e  r  c  ? 

Die  Formen  4),  5)  und  6)  liefern  uns  für  diesen  Fall  die  nöthig« 
gleichung;  es  ist  nämlich  analog  zu  obigem  Beispiel 


?t    >  ia 


,         p    I  .    ,   <^'    "'"  ('«  - 1)  /,        ' 


0 ..-"'' 


worin  jedoch  die  üebernuhniscourse  C  mit  u  und  ('  mit   r   correspondireu, 
(?  =  94  und  C  =  1)6  ist. 

Wir  erhalten  somit  für  unser  Bfispi»') 

l    T  40 

06      *   ~  V. 


und  nach  durchgeführter  Kechnung 

z  r-r.  t'»«  =  7-2 
and  schliesslich  v  =  10509 

was  einer  Verzinsung  von  5*09%  eotspricht,  wenn  die  Parität  mit  dorn  i 
hergestellt  sein  soll.  Da  nun  A  blos  5%  beansprucht,  so  ist  dessen  Anbo 
der  günstigere.  _ 
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üra  diese  Frage  zu  beantworten,  benützen  wir  die  in  unserer  diesbezüglici 
Abhandlung  unter  dem  Titel:  ,, Berechnung  von  Prämieutarifen  einiger  Asseciinu 
combinationen"  (I.  Lief.)  enthaltenen  Formen ;  und  zwar  ist  daselbst  N  die  Net 
prämie,  n  die  zurückgelegte  Dauer  der  Einzahlung,  M  ^  100  w?,  das  den  Gewii 
antheil  repräsentirende  Percent  der  Nettoprämie,  0  der  Gesammtwerth  der  Gewii 
antheile  sammt  Zinsen  und  Zinseszinsen  nach  einer  Anzahl  von  Jahren  und  k  < 
Verhältniss  des  zu  diesem  Behufe  nöthigen  Prämienzuschlages  zur  Nettoprämie. 

Die  Form 
1)  G^.nN^'   +i>.(l+;0—  1 


\    p  p  p  J 


wird  der  obigen  Frage  entsprechen,  wenn  n  --  8  und  G  ^  2  N  gesetzt  wird.  Da 

gemäss  ergibt  sich 

2)  2p^ 

m  = 


(1+P)[(1+?)'-  IJ-  8;> 
als  Gewinnautheil  in  Hundertstel  Percenten  der  Nettoprämie. 

Soll  uun  der  nOtliige  Främienzuschlag   für   diesen    Fall    ermittelt    werden, 
liefert  die  Form 

3)  ;   _       /  1 « \ 

■y'CH-    )  [(!+!>)- -1]/ 
hiefiir  die  nöthige  Handhabe,  so  dass  wir  nach  vollzogener  Substitution,  die  Gleich 

2p 


4)  Je  = 


(1  +  p)i{i  +py  -  1] 


erhalten,    welche    bei  Annahme    des    entsprechenden    Zinsfusses    die    nöthigen  k 
Schlüsse  bietet. 

Es  sei  z.  B.  die  Verzinsung  der  Gewinnantheile  mit  P  =  100  p  =  3%5  B 
Cent  präliminirt,  so  erhalten  wir  die  Werthe 

VI  =  005110 

d.   i.    etwas  mehr  als  5  Percent;  somit    beträgt    unter    diesen  Voraussetzungen  i 
Gewinnantheil  fünf  Percent  des  Nettowerthes  der  jeweilig  bezahlten  Prämien. 

Der  unter   diesen  Umständen    erforderliche  Jahresprämien -Zuschlag    wird  < 
Form  4)  gemäss,  da 

k  =  0-2135 

ist,  21.35  Percent  der  Neltoprämie  betragen,  mit  dessen  Hilfe  man  nach  4jähr^ 
Bestandesdauer  der  Versicherung  mehr  als  50  Percent,  nach  ojähriger  etwa  80  F 
Cent,  nach  Cjähriger  schon  nahezu  110  Percent  u.  s.  w.  der  jährlichen  Nettoprii 
als  Special reserve  anzusammeln  in  der  Lage  ist.  Nach  Ablauf  von  8  Jahren 
bereits  ein  Froijahr  möglich  und  verbleibt  nach  Abzug  des  einjährigen  Verwaltuii| 
kostenzuschlages  noch  immer  etwa  70  Percent  der  Nettoprämie  als  weitere  Spedi 
reserve,  welche,  ohne  in  Anspruch  genommen  zu  werden,  bei  fernerer  Einzahlt 
der  gloich'^n  Prämien  bereits  nach  weiteren  fünf  Jahren  ein  zweites  Preijahr  xulfc 


H  Dil»  ÜATiXAiur.k  .:n  "r  ntf^r  Sü  Xa£i:ttai^lriLmM&ie 


die  vol!a:-a.::r-  *r -.- 1  :n»*i;:*    i   i**'!  ^.iir^'ira  ti:i  n.T.ri-L  Quantitäten  foleeni 

uiL  *"•-    .-     i-i -".     ;-•:   ;. :":i    V.V.   r.i-  L\r.'":-- M-L^r  ^jirra-  zu ''rzielen.  luü- 

»  *■  •  ■"•  -         ~ 

LUL  ii  i-:!.:«^  >*i  -.i':-  ■-  •.:  '-  ■.a--rr:L''::^L.  '{-eri-huiLCfwriä^  beim  Volksen 
weLL  ,ii::-".  -  i  j-^  •. -:  T-.t  .  :r:.-r!-rL  lirrL  iäf  Ai^land  absorbirt  wird, 
liieoui'.'i  .::  .-"i-iv-:  ■.  "•^■.i.L::;.r  Vx^^vAnL';-*::  wir-i  bt-i  eleichbleil"-E 
Budr^i^.-'  ■>•:  '  ::  -  "-i  V^:-^  ;."ir:  "'•-'.ar:e!.  al?  r?  kleiner  geworden  i>t, 
kbiiL  :v;  •_  .  -  -r:  ii;  '. : r^  •.  üfn^i-iiterjreiiie  :  r-eieni^:^  der  steigenden  : 
tJieL  ü'rA-'.ii-  i. .:■-.•'.  r.  t^.-:-!.  wr!-!!  '  .-j-  V.:.]k?veTT.i''i:en  und  >'  di-n  jfilr 
absi-rb:."-.'!  V".'.    i-r--  '-i   li:?:-;-:.  Mjl  -Thal*  s-^irAi  in 

die  B^iie  i^:  ••eii^i--!  reiütiven  Bela:?Tiii»ei0>'/ffioient»'O  für  denjeuigen  Fall. 
die  jähjji:i  aVj-'/r'ireL  Betrog«:'  siob  iVirtwährend  i:lei«;:i  bleiben  sollten.  Kur 
Annahii;^  ;'i:rr  Veririier]:o::«:eit  inüj^-ten  «iie  r'ben  auirelubrten  allgemeinen  For 
zur  Ge>'^ir  rr"ii;'r:D. 

Wi:  -■. /.ri  -;i?  jri>?h  damit  beznüiren.  dieselben  als  irleieh  eross  anzunehi 
da  es  ii'ii  i..i  li-:r  rl:-  ütl  Ja?  t-rkldrenJe  u!id  nicht  uu:  das  statistisobe  M01 
die>er  ¥:&Zr  iiiirr.i  kaLD.  'ind  wollen  auf  dieser  Grundlage  die  weiteren  Con 
aioueu  bie  aI-  zei-iri.  Lr^  iVrigt  -ich  nämlich,  ob  jenes  Reservoir,  aus  welchem  c 
Beträee  ab?::bi::  ^eri-n.  durch  das  Volksvi^rmü^seu  oder  «lurch  den  Volkser^ 
riehtiL'er  au-::e:rü:k:  wi.d:  insbesondere  als  sowohl  die  directen  wie  auch  indire 
Steuern  nicht  voiu  Voiks^erm'jgen.  sondern  vom  Volkserwerb  gefordert  werden,  v 
man  Ziu>enL'enus>  ebenfalls  als  Volkserwerb  betrachtet. 

Obzwar  also  indirect  das  Volksvormögen  in  Mitleidenschaft  gezogen  wej 
dürfte,  so  ist  es  in  erster  Linie  doch  der  Volkserwerb,  welcher  immer  stärker  di 
Inaudpruchnahme  seiner  lörderuden  Mittel  ireschuächt  wird:  und  wenn  man  bede 
dads  die  .«staatlichen  BuvlgeterlordiTnisse  in  Folire  ausserordentlicher  Bedürfnisse 
der  hiedurch  iresteiL^Tteu  Ziusenlast  immer  grösser  werden,  also  nebst  der  relati 
auch  i'ine  absolute  ."^teiirerunir  des  Hela>tuiJi:sc.u«t'ticienten  eintritt,  so  kann  man  ; 
eiu  klaies  Mild  von  iler  Zunahme  der  Kräfleanspannung  des  Volkes  machen. 

lu  einem  Staate,  in  welchem    dtM'  Fxport    den  Import    um    ein  Entsprecheii 
Uberzäteii-t,    kr»iiin'n  nelürchtuniri'u    ilie^M-  Art    nicht    in    Betracht    kommen,    da 
diesem  \Vi\ue  wii»der  das  ent/oireui'  Capital  «'inen  Krsatz  tiudet.     Dort  aber,    wo 
solcher  Kiätte/.ulluss  in  un/ureidnMidoni  Masse  oder  i:ar  nicht  vorhanden  ist,  müsf 
die  oben  aui;edeuteten  ('onse(|U<'n/i>n  vollends  zur  (ieltung  gelangen. 
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somit  nach  vollzogener  Ziisammenziehung  der  Formen  2)  und  3)  der  Ansdrui 
4)  w^  =:  %^.(1  +  «^x  +  i) 

Giltigkeit  erlangt.  Diese  Formen  entsprechen  ofl'enbar,  ebenso  wie  ihre  Bezeich 
Jahresiutervallen,  weshalb  zum  Zwecke  der  Continuität  derselben,  d.  h.  z 
führung  unendlich  kurzer  Intervalle  anstatt  Ax  +  u  ^-'x  -»  s  —  dio  F^ezpi«  1 
tx  +  Ax>  ^^^  \  *iAx —  eingeführt  werden  müssen. 

Die  Form  1)    übergeht   sodann   mit  Kücksicht   auf  das  Intervall  A  .' 
Ausdruck 

5)  fc\   ■=■-      1>     -  y   "^   -  .  A  X 

i  M  -  -  n  ''X 

somit  gleichbedeutend  mit  6) 

\     Lx  f-x  '-X  /  '-X  "  '-'x+At  ^x^ 

und  man  erhält  demgemäss  auch 

\    /'x    -    A  X  ^'X    f  A  X  ^-x  -f  A  X  ' 

woraus  schliesslich  analog  zu  Obigem  der  Ausdruck 

resultirt,  welcher  nach  durchgeführter  Rechnung  der  Form 

9)  xox .Lx  —  /-x  4  A  X  .  ^^'x  4- A X   •=  /-x  I  A X  .  A-^' 

entspricht.     LSsst  man  nun  hierin  Ac  gegen  0  verschwiuden,  so  ergibt   sicli 

und  da  dL^.d  x  ob  seiner  Kleinheit  verschwindet,  liefert  dies  nach  durrhcr 
Bechnung  den  Ausdruck 


*l  Av         ,      </  «• 


10)  *t^.- .'^'^  -\   Ax.-.-'  +  /.,   -   0 

respectivp 

11)  '^y-^ ,  ''^  "-^  ^.  _  j. 

woraus  sich  die  Relation  zwischen  Jen  Lebenden  Ax  und  der  boziehungswoisei 
scheinlicben  ferneren  Lebensdauer  f(\  in  der  Form 

12)  C 

'"X      — 

ergibt,  bei  welcher  das  Alter  j:  als  vermittelndn  Veränderliche  fuugirt 


\ 


\ 


r 


A' 


^)  .-• 


\ 

0  :    ■  / 


y 


'f*    *' 


/ 


-  ra 


v. 


k  ■ 


'.i 


i     4 


r.s 
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Der  WerHi  G\  wird  einher  aurli  dnr<'li  rüp  Diirereiiz  0,  —  G^  zum  Ansdr 
gelaugHii.  Wf'Mio  titU'li  clur«;ligot'iilir(»"*r  Snhstitiuion   tluitsäclilkL  mit  dem 
drucke   lOi  i(l(:^iitis(:h   wird.     Ujitri'  HinzuziHliuiig  d<^r  Forun*l    II.'    p;»lani:t 
endlieli  auch  zu  dt.-ni  in   Form   II*-  darg^/stf'Utrn  Ausdrucke. 

Die  Form  il^  iMitspi-iclit  also  di^r  Beantwortung  folgender  Fraj^^: 
hoeh  ist  fler  ])er('i'niiieIlH  Prämionzuscldag  L-  für  eine  Versiclieninir.  t'nr  w 
die  Zahhmg  von  (/  .Jahresi»räniien  vorgi^snhen  ist  zum  Zwecke  einos  M'^ 
während  «  Jaliren  jährlicli  steigcndi-n  und  von  da  ab  in  den  weirertMi 
Jahren  glei(^ljmässig  verlaufenden  jährliclien  (^ewinnantheiles,  weh'lier  iia<- 
lauf  des  ersten  .lalires  der  A'ersii-liurung  tlüssig  zu  werden  beginnt,  anii 
so,  dass  derselbe  na«-lj  dem  ersten  Jahre  -l/'Vo.  nach  dem  zweiten  l*  .  .l/'\,. 
dem  dritten  o.A/"„  i)eTrägt.  bis  rr  die  H<>he  von  n.MVo  eiTeiclit.  um  v 
ab  in  diesem  Ausniasse  glei«'hm:issig  bis  zur  letzten  Prä n)ienzal düng  zi 
laufen. 

In  nachfolgHurlen  Zahlen  mr»gen  die  Resultate  dieser  AufgaV)e  in 
wichtigsten  Special talh^n  zur  Ansclianung  gebracht  werden.  Bei  Zul:i 
legung  eines  Zinsfuss^'s  vnn  I  Per<'ent  ergeben  sieh  für  den  per«'»'!it 
Prämienzusehlag  //  unter  nachstehenden  J^uppositionen  betrotfs  der  (rfs 
dauer  der  Prämienzahlung  </  und  dei*  Dauer  der  Gewinnantheil-Steiu».-! 
folgende   Werthe  : 

für  //  —    15   und    n  r^^     S  wird  X'  =  o-ir))  ./// 


—  or» 


■  n  -    10      ^      A-  =  0-1177. 


;// 


Demgemäss  erhält  man  unt»*r  Voraussetzung  eines  L*".oigen  temporär  st «-ii 

(.■üewinnantlii'iles.  d.   i.  für  M  Hm)  ///  J.    uls  i)ercentu*Mlen   Znsr'il 

Pränn'e 

für  ;,  =  i:,    und   n  .^     S  i-  ^   10-30:>%  ,  j^^  Jahr.- 

.7  =  -Ji)      „      «  =  Kl  /.-  -.   13-ÜG()».„  I  Prämie  W 

„-    V)-.  («=--10  Ä-  =  1 3-0:4"  „         4'\,igeni 

.'/  <       •■   \  I,  ^    I.-  ^.        17-.1.7J«,J   ZiiisfusM?. 

liiiifj;<!f^t'ii    iiiiti'i'   Viirims>i'lziiiig   ciin's   1!'' ..ii^fu   t('iii)ioriir  stei"enili>ii    tii^v 
tlu'ilHS.  (1.   i.   liii'  .1/  Ion,,/         :!,  tlii.-  Wcrtln': 

i'ür  1/  —    \'>   niiil    n  =     S  Ä-    .  J.')-i:)3" ,, ,  ,       _  , 

\       \.    "  1 1  ramie  b«: 

,.  (  //  =  in 

'  '  n  — =  1.) 

Unter  Zugrundelegung  eines  r{',A"(,igen  Zinsfusses  gestalten  sich  die  Kt 
in   folgender  Weise: 

tiir  //  -=  Ji)    und    //     -      N   wird  k  ==     ü'iOl  f/i 

Demnach    erhält   man    vmier  Voraussetzung  ein«\s  :]"  ^igi^n  temporär  stei; 
(jrV'vrynnauihi.'iJe.s.    d.  i.    Vüv   AI         \v^v^  m        -1   v\W    \u'^'*"'^i^tuellen    Zusclilf 
Priitiiir  : 


X-    -    :>6-i>0S"  „  )    Zinstus>e 


•■Jf 


